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1. G

Definition 1.1. Eine Halbgruppeist eine MengeM, auf der eine assoziative Ver-
knüpfung· : M ×M → M, (a, b) 7→ a · b erklärt ist (also gilt (a · b) · c = a · (b · c) für
allea, b, c ∈ M). Die Halbgruppe heißtkommutativ, oderabelsch, wenna · b = b · a
für allea, b ∈ M gilt.

Beispiele1.2. (1) SeiX eine Menge. Die Menge Abb(X) aller Abbildungen von
X nachX zusammen mit der Verknüpfung von Abbildungen ist eine Halb-
gruppe. Abb(X) ist genau dann kommutativ, wennX nur aus einem Element
besteht.

(2) Die Menge der natürlichen ZahlenN = {0, 1, 2, . . . } mit der Addition ist
eine kommutative Halbgruppe.
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Anmerkung1.3. Die Verknüpfung wird auchMultiplikation genannt oderAdditi-
on, wenn die Gruppe kommutativ ist. Im kommutativen Fall notiert man die Ver-
knüpfung oft auch durch “+” statt “·”.
Definition 1.4. Ein Elementeeiner HalbgruppeM heißtlinksneutral, wenne·a = a
gilt für alle a ∈ M. Entsprechend heißtf ∈ M rechtsneutral, wenna · f = a gilt für
allea ∈ M.

Lemma 1.5. Gibt es in der Halbgruppe M sowohl ein linksneutrales Element e als
auch ein rechtsneutrales Element f , so gilt e= f .

Beweis. e= e · f = f . �

Definition 1.6. Ein sowohl links- als auch rechtsneutrales Element heißt dasneutra-
le Element, dasEinselement, dieEinsoder auch, im abelschen Fall, dasNullelement
oder dieNull in M.

Wir schreiben auch ofteM für das neutrale Element in der HalbgruppeM.

Sei nunM eine Halbgruppe mit Einselemente.

Definition 1.7. Sinda, b ∈ M und gilta · b = e, so heißta ein Linksinversesvon b,
und entsprechendb ein Rechtsinversesvona.

Lemma 1.8. Hat a ein Linksinverses a′ und ein Rechtsinverses a′′, so gilt a′ = a′′.

Beweis. a′ = a′ · e= a′ · a · a′′ = e · a′′ = a′′. �

Definition 1.9. Ein zu a sowohl linksinverses als auch rechtsinverses Elementa′

heißt dasInversezu a und wird mita−1, und im abelschen Fall mit−a, bezeichnet.

Definition 1.10. EineGruppeist eine Halbgruppe, in der ein neutrales Element und
zu jedem Element ein Inverses existieren.

Beispiele1.11. (1) Z mit “+”.
(2) Q mit “+”.
(3) Q \ {0} oderQ>0 mit “ ·”.
(4) Ist X eine Menge, so ist Sym(X) = { f ∈ Abb(X) | f ist bijektiv} mit der

Verknüpfung von Abbildungen eine Gruppe, diesymmetrische Gruppëuber
X. Wir definierenSn := Sym({1, . . . , n}).

(5) IstV ein Vektorraum, so ist GL(V) = { f : V → V | f ist linear und invertierbar}
eine Gruppe, dielineare GruppëuberV.

1.1. Homomorphismen von Gruppen. SeienG,H Gruppen.

Definition 1.12. Eine Abbildungφ : G→ H heißtHomomorphismus von Gruppen
oder kurzHomomorphismus, falls für allea, b ∈ G gilt φ(a · b) = φ(a) · φ(b).

Lemma 1.13. Ist φ : G→ H ein Homomorphismus, so istφ(eG) = eH undφ(a−1) =
φ(a)−1 für alle a∈ G.

Beweis. Es istφ(eG) · φ(eG) = φ(eG · eG) = φ(eG), und wir erhalten die Gleichung
φ(eG) = eH durch Linksmultiplikation mitφ(eG)−1. Dann isteH = φ(eG) = φ(a−1 ·
a) = φ(a−1) · φ(a), also istφ(a−1) invers zuφ(a). �
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Definition 1.14. Ein Homomorphismusφ : G→ H heißt

• injektiv, falls ausφ(a) = φ(b) folgt a = b,
• surjektiv, falls für alleb ∈ H eina ∈ G existiert mitφ(a) = b,
• bijektivoder einIsomorphismus, falls φ injektiv und surjektiv ist.

Wir sagen, zwei GruppenG und H sind isomorphund schreibenG � H, falls es
einen Isomorphismusφ : G→ H gibt.

Anmerkung1.15. Eine Abbildung ist genau dann bijektiv, wenn sie invertierbar ist
(als Abbildung zwischen Mengen).

Übung1.16. (1) Sindφ : G→ H undψ : H → I Homomorphismen von Grup-
pen, so ist auchψ ◦ φ : G→ H ein Homomorphismus von Gruppen.

(2) Die inverse Abbildung eines bijektiven Homomorphismusist ebenfalls ein
Homomorphismus.

Die Notationenφ : G֒→H, φ : G→→H, φ : G
∼→ H sollen im folgenden injektive,

surjektive bzw. bijektive Abbildungen bezeichnen.

1.2. Untergruppen.

Definition 1.17. Eine TeilmengeU ⊂ G einer Gruppe heißtUntergruppe, wenn sie
stabil ist unter der Verknüpfung (d.h. sinda, b in U, so aucha ·b) und mittels dieser
Verknüpfung selbst eine Gruppe ist.

Anmerkung1.18. Notwendigerweise ist dann das neutrale Element inU auch das
neutrale Element inG, und analoges gilt für das Inverse eines Elementsa ∈ U.

Beispiele1.19. (1) Jede GruppeG enthält dietrivialen Untergruppen{eG} und
G.

(2) Istm∈ Z, so ist die MengemZ = {n·m | n ∈ Z} = {. . . ,−2m,−m, 0,m, 2m, . . . }
eine Untergruppe vonZ.

Lemma 1.20. Jede Untergruppe vonZ ist von der Form mZ für ein eindeutig be-
stimmtes m∈ N.

Beweis.SeiH ⊂ Z eine Untergruppe. IstH = {0}, so können und müssen wirm= 0
wählen. Ansonsten seim ∈ H die kleinste positive Zahl inH (eine solche gibt es,
denn mitm ist auch−m ∈ H). Wir wollen H = mZ zeigen. Natürlich giltmZ ⊂ H.
Ist x ∈ H \mZ und x > 0, so können wirr ∈ Z maximal wählen mitrm < x. Also
ist x− rm ∈ H und 0< x− rm < m, was der Wahl vonm widerspricht.

Ist H = mZ , {0}, so istmeindeutig bestimmt als die kleinste positive Zahl inH.
�

Sind H,H′ ⊂ G Untergruppen, so ist auchH ∩ H′ ⊂ G eine Untergruppe. Ist
X ⊂ G eine Teilmenge, so können wir dievon X erzeugte Untergruppedefinieren
als

〈X〉 =
⋂

X⊂H⊂G, H Untergruppe

H ⊂ G.

〈X〉 ist die kleinste Untergruppe vonG, dieX enthält.

Lemma und Definition 1.21. Seiφ : G→ H ein Gruppenhomomorphismus.
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(1) Die Mengekerφ := {g ∈ G | φ(g) = e} ist eine Untergruppe von G und heißt
der Kernvonφ.

(2) Die Mengeim φ := {h ∈ H | es gibt ein g∈ G mitφ(g) = h} ist eine Unter-
gruppe von H und heißt dasBild vonφ.

Beweis. Sind a, b ∈ kerφ, soφ(a · b) = φ(a) · φ(b) = eH · eH = eH, also ist kerφ
abgeschlossen unter der Verknüpfung. Aus 1.13 folgt, daßeG ∈ kerφ und mit a
aucha−1 im Kern vonφ liegt.

Ist h = φ(g), h′ = φ(g′) ∈ im φ, soh · h′ = φ(g) · φ(g′) = φ(g · g′) ∈ im φ, also ist
im φ abgeschlossen unter der Verknüpfung. Aus 1.13 folgt, daßeH ∈ imφ und mit
h auchh−1 im Bild von φ liegt. �

Lemma 1.22. Ein Gruppenhomomorphismusφ : G → H ist injektiv genau dann,
wennkerφ = {e}.

Beweis. Ist φ injektiv, so folgt ausφ(g) = eH = φ(eG) schong = eG, also kerφ =
{eG}. Ist kerφ = {eG} undφ(a) = φ(b), so istφ(ab−1) = eH, alsoab−1 = eG oder
a = b, also istφ injektiv. �

1.3. Der Satz von Cayley.

Satz 1.23.Jede Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe einer symmetrischen
GruppeSym(X).

Beweis. Wir wählen X = G als Menge. Fürg ∈ G ist die Abbildungλg : X →
X, λg(h) = gh eine bijektive Abbildung vonX nachX (die inverse Abbildung ist
offenbarλg−1). Dies definiert uns eine Abbildung

λ : G → Sym(X)

g 7→ λg.

Offenbar istλgg′ = λg ◦ λg′ , also istλ ein Homomorphismus von Gruppen. Istλg =

idX, das neutrale Element in Sym(X), so gilt gx = x für alle x ∈ X, alsog = eG.
Damit istλ injektiv und induziert damit einen IsomorphismusG � im λ ⊂ Sym(X).
�

1.4. Der größte gemeinsame Teiler.Seiena, b ∈ Z.

Definition 1.24. a ist einTeiler von b (odera teilt b), wenn es eine Zahld gibt mit
a · d = b. In diesem Fall schreiben wira|b.

Sinda, b ∈ Z nicht beide Null, so gibt es eine größte Zahld ∈ N mit der Eigen-
schaft, daßd sowohla als auchb teilt. Sie heißt dergrößte gemeinsame Teilervon
a undb und wird mitd = ggT(a, b) abgekürzt.

Die Zahlena, b ∈ Z, beide nicht Null, heißenteilerfremd, wenn ggT(a, b) = 1.

Satz 1.25.Seien a, b ∈ Z und nicht beide Null. So gibt es r, s ∈ Zmit

ggT(a, b) = ra + sb.

Insbesondere: Teilt d sowohl a als auch b, so teilt d auchggT(a, b).
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Beweis.Es ist
〈aZ ∪ bZ〉 = {ra + sb | r, s∈ Z}

eine Untergruppe vonZ, also existiertc > 0 mit cZ = {ra + sb | r, s ∈ Z}. Dann
ist a = cd1 undb = cd2, c ist also ein gemeinsamer Teiler vona undb und es gibt
r, s ∈ Z mit c = ra + sb. Der ggT(a, b) teilt die rechte Seite dieser Gleichung, also
auchc, folglich c = ggT(a, b). �

1.5. Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.

Definition 1.26. EinePrimzahlist eine Zahlp ∈ N, p > 1, die genau zwei positive
Teiler hat, nämlich 1 undp.

Satz 1.27.Für jede natürliche Zahl n≥ 2 gibt es bis auf Reihenfolge eindeutig
bestimmte Primzahlen p1, . . . , pr mit n= p1 · · · pr .

Beweis. Wir zeigen die Existenz solcher Primzahlen per Induktion nach n. Für
n = 2 gibt es eine solche Zerlegung. Sein > 2 undp die kleinste Zahl> 1, dien
teilt. Dann istp eine Primzahl undn = p·n′ und eine Primzerlegung vonn′ (existiert
nach Induktionsvoraussetzung) liefert uns eine Primzerlegung vonn.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, benutzen wir folgendes Lemma.

Lemma 1.28. Sei p eine Primzahl. Ist p Teiler von a· b, so ist p ein Teiler von a
oder von b.

Beweis.Ist p kein Teiler vona, so ist ggT(a, p) = 1. Es gibt, nach Satz 1.25 Zahlen
r, s ∈ Z mit 1 = rp + sa. Also gilt b = rpb+ sab, und dap die beiden Summanden
der rechten Seite teilt, teiltp auch die linke Seite. �

Sei nunn = p1 · · · pr = q1 · · ·qs Produkt von Primzahlenp1, . . . , pr undq1, . . . , qs.
So gibt es, nach dem Lemma, einj mit p1|q j, also p1 = q j. Dann istp2 · · · pr =

q1 · · ·q j−1q j+1 · · ·qs, und per Induktion können wir annehmen, daßr −1 = s−1 und
p2, . . . , pr undq1, . . . , q j−1q j+1, . . . , qs bis auf Reihenfolge übereinstimmen. Also ist
r = sund p1, . . . , pr undq1, . . . , qs stimmen bis auf Reihenfolge überein. �

1.6. Normalteiler und Faktorgruppen. Sei G eine Gruppe,H ⊂ G eine Unter-
gruppe undg ∈ G. Wir definieren

gH = {gh∈ G | h ∈ H}, dieLinksnebenklasse von g unter H, und

Hg = {hg∈ G | h ∈ H}, dieRechtsnebenklasse von g unter H.

Ist G kommutativ, so stimmen Links- und Rechtsnebenklassen nat¨urlich überein.

Lemma 1.29. Zwei Linksnebenklassen sind entweder disjunkt oder gleich. Zwei
Rechtsnebenklassen sind entweder disjunkt oder gleich.

Beweis. Nur für Linksnebenklassen: Istx ∈ gH ∩ g′H, so gibt esh, h′ ∈ H mit
x = gh = g′h′. Also ist g = g′h′h−1 ∈ g′H und damitgH ⊂ g′H. Analog erkennt
mang′H ⊂ gH. �

Für alleg, g′ ∈ G gilt also

gH ∩ g′H , ∅ ⇔ gH = g′H ⇔ g−1g′ ∈ H.
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Definition 1.30. Wir bezeichnen mitG/H die Menge der Linksnebenklassen von
G unterH und mitH\G die Menge der Rechtsnebenklassen vonG unterH.

Beispiel1.31. G = Z, H = mZ für ein m ≥ 0. Dann liegena, b ∈ Z in derselben
Linknebenklasse untermZ genau dann, wennb = a + km für ein k ∈ Z, wenn
alsob − a teilbar ist durchm, wenn alsob und a bei Teilung durchm denselben
Rest lassen. Wir sagen dann, daßa und b kongruent modulo msind, und schreiben
hierfüra ≡ b mod m.

Die möglichen Reste sind 0, . . . ,m− 1. Es gibt also genaumLinksnebenklassen.
Die MengeZ/mZ hat alsom Elemente, die wir durch0 = 0+mZ, 1 = 1+mZ, . . . ,
m− 1 = m− 1+mZ bezeichnen.

Für eine endliche MengeX bezeichne|X| die Anzahl der Elemente inX. Ist G
eine endliche Gruppe, so nennen wir|G| auch dieGruppenordnungvonG.

Satz 1.32(Satz von Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe und H⊂ G eine Unter-
gruppe. So ist die Gruppenordnung von H ein Teiler der Gruppenordnung von G.
Genauer gilt:

|G| = |H| · |G/H| = |H| · |H\G|.

(Insbesondere ist die Anzahl der Linksnebenklassen also gleich der Anzahl der
Rechtsnebenklassen.)

Beweis. Wir beweisen nur die Gleichung|G| = |H| · |G/H|, die andere kann man
analog beweisen. Natürlich liegt jedes Elementg ∈ G in der NebenklassegH, an-
dererseits sind verschiedene Nebenklassen disjunkt. Es reicht also zu zeigen, daß
jede Nebenklasse genau|H| Elemente enthält. Dazu wählen wir eine Nebenklasse
gH ∈ G/H und betrachten die Abbildungf : H → gH, f (h) = gh. f ist sicher-
lich surjektiv. f ist aber auch injektiv, denn ausgh = gh′ folgt h = h′. Folglich ist
|H| = |gH|. �

Ist |G| eine Primzahl, so sind folglich{e} undG die einzigen Untergruppen von
G.

Definition 1.33. Die Anzahl|G/H| = |H\G| der (Rechts- oder Links-)nebenklassen
wird als derIndexvon H in G bezeichnet.

Wir wollen untersuchen, in welchen Fällen wir aufG/H eine Gruppenstruktur
definieren können, so daß die kanonische Abbildung can:G→ G/H, g 7→ gH ein
Homomorphismus von Gruppen wird.

Wir wollen zunächst eine notwendige Bedingung hierfür angeben. Unsere Ver-
knüpfung aufG/H muß die Eigenschaftg′H · gH = g′gH haben, damit can ein Ho-
momorphismus von Gruppen wird. Insbesondere darf die Nebenklasseg′gH nicht
von der speziellen Wahl vong in gH abhängen. Im Fall der NebenklasseeH schlie-
ßen wir, daßhgH = gH für alle h ∈ H gelten muß, und damitg−1hg ∈ H für alle
g ∈ G undh ∈ H. Nicht alle UntergruppenH ⊂ G haben notwendigerweise diese
Eigenschaft.

Definition 1.34. Eine UntergruppeH ⊂ G heißtNormalteiler in G, falls für alle
g ∈ G undh ∈ H gilt g−1hg∈ H.
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Anmerkungen1.35. (1) Unsere Bedingung an Normalteiler ist gleichbedeutend
mit der Eigenschaft

gH = Hg

für alleg ∈ G.
(2) Beispielsweise ist der Kern jedes Homomorphismusf : G→ G′ von Grup-

pen ein Normalteiler.
(3) IstG kommutativ, so ist jede Untergruppe ein Normalteiler.
(4) Die UntergruppeS2 ⊂ S3 der Gruppe aller Bijektionen der Menge{1, 2, 3}

in sich, die die 3 festhalten, istkeinNormalteiler.

Satz 1.36.Sei H ein Normalteiler in G. So definiert die Vorschrift

gH · g′H = gg′H

eine Gruppenstruktur auf G/H.

Beweis.Wir zeigen die Wohldefiniertheit. Seieng1, g2, g ∈ G undg1H = g2H. Wir
wolleng1gH = g2gH undgg1H = gg2H zeigen.

Es istg1gH = g2gH genau dann, wenn (g1g)−1g2g = g−1(g−1
1 g2)g ∈ H. Wegen

g1H = g2H ist g−1
1 g2 ∈ H, und nach Definition eines Normalteilers ist dann auch

g−1(g−1
1 g2)g ∈ H. Wir haben alsog1gH = g2gH gezeigt.

Es istgg1H = gg2H genau dann, wenn (gg1)−1gg2 = g−1
1 g2 ∈ H, was ja nach

unserer Voraussetzungg1H = g2H der Fall ist.

Unsere Verknüpfung ist also wohldefiniert. Es ist klar, daßG/H mit dieser Ver-
knüpfung eine Halbgruppe ist.

Unsere Definitionen zeigen, daßeH = H das neutrale Element vonG/H ist, und
und daß das Inverse vongH geradeg−1H ist. Damit istG/H eine Gruppe. �

Satz 1.37(Die universelle Eigenschaft der Faktorgruppe). Sei H⊂ G ein Normal-
teiler.

(1) Die Abbildungcan:G→ G/H, can(g) = gH ist ein Homomorphismus von
Gruppen mit Kern H.

(2) Ist φ : G → G′ ein Homomorphismus von Gruppen mit H⊂ kerφ, so gibt
es genau einen Homomorphismusφ̃ : G/H → G′ von Gruppen, so daß das
folgende Diagramm kommutiert:

G
φ

//

can !!DD
DD

DD
DD

G′

G/H
φ̃

<<yyyyyyyy

Bemerkung1.38. Für das Bild vong ∈ G unter der kanonischen Abbildung can:G→
G/H werden wir auch oftg schreiben.

Beweis.Wir haben die Gruppenstruktur aufG/H ja gerade so definiert, daß can ein
Gruppenhomomorphismus wird. Nun istg ∈ G im Kern von can genau dann, wenn
can(g) = gH = H, alsog ∈ H gilt. Damit haben wir (1) bewiesen.

Ist nunφ : G → G′ ein Homomorphismus mitH ⊂ kerφ, so definieren wir die
Abbildung φ̃ : G/H → G′ durch φ̃(gH) = φ(g). Das ist wohldefiniert, denn ist
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gH = g′H, so istg−1g′ ∈ H und damitφ(g) = φ(g′). Daß φ̃ ein Homomorphis-
mus von Gruppen ist, folgt direkt aus der Definition. Daßφ̃ die einzige Abbildung
von G/H → G′ ist, die obiges Diagramm zum Kommutieren bringt, folgt aus der
Surjektivität von can. �

Satz 1.39(Isomorphiesatz). Jeder Gruppenhomomorphismusφ : G→ G′ induziert
eine injektive Abbildung̃φ : G/ kerφ→ G′ und einen Isomorphismusφ̂ : G/ kerφ

∼→
im φ.

Beweis.Nach der universellen Eigenschaft der Faktorgruppe induziertφ einen Ho-
momorphismus̃φ : G/ kerφ→ G′. φ̃ ist aber injektiv, denn aus̃φ(gkerφ) = eG′ folgt
φ(g) = eG′ mithilfe des kommutativen Diagramms aus der universellen Eigenschaft
der Faktorgruppe, alsog ∈ kerφ und damitgkerφ = kerφ = eG/ kerφ.

Verkleinern wir das Bild vonφ̃ : G/ kerφ → G′ zu imφ, so erhalten wir eine
bijektive Abbildungφ̂ : G/ kerφ→ im φ, also einen Isomorphismus. �

SeienK ⊂ H ⊂ G Gruppen undK,H Normalteiler inG (dann istK auch Normal-
teiler in H). Die VerkettungH֒→G

can→ G/K ist ein Homomorphismus von Gruppen
mit Kern K, wir erhalten also eine injektive AbbildungH/K → G/K. Wir können
alsoH/K ⊂ G/K als Untergruppe betrachten.H/K ist sogar ein Normalteiler, denn
ist g ∈ G, h ∈ H, so istgK · hK · g−1K = ghg−1K ∈ H/K, dennghg−1 ∈ H.

Satz 1.40(Noetherscher Isomorphiesatz). Seien K⊂ H ⊂ G Gruppen und K,H
Normalteiler in G. So gibt es einen Isomorphismus

G/H
∼→ (G/K)/(H/K).

Beweis. Wir betrachten den Homomorphismusφ : G
can→ G/K

can→ (G/K)/(H/K).
Da beide Abbildungen surjektiv sind, istφ surjektiv. Wir müssen, nach dem Iso-
morphiesatz, also nur kerφ = H zeigen. Es ist nung ∈ kerφ genau dann, wenn
gK = hK für ein h ∈ H, alsog ∈ H · K = H. �

1.7. Zyklische Gruppen. SeiG ein Gruppe undg ∈ G.

Definition 1.41. Wir sagen,g habeunendliche Ordnung, falls gn
, e für allen ≥ 1.

Wir sagen,g habeendliche Ordnung, falls gn = e für ein n ≥ 1. Im zweiten Fall
heißt das kleinste positiven mit gn = e dieOrdnung von g.

Wir bezeichnen mit ord(g) ∈ N ∪∞ die Ordnung vong in G.

Die vong erzeugte Untergruppe ist

〈g〉 = {. . . , g−1, g0 = e, g, g2, . . . } ⊂ G.

Seiφ : Z → 〈g〉 definiert durchφ(n) = gn. φ ist ein surjektiver Gruppenhomomor-
phismus und wir erhalten einen Isomorphismus

φ̃ : Z/ kerφ
∼→ 〈g〉.

Nach dem Satz über die Untergruppen vonZ ist entweder kerφ = 0 oder kerφ =
mZ für ein eindeutig bestimmtesm> 0.

Lemma 1.42.Es istkerφ = 0 genau dann, wenn g unendliche Ordnung hat. Hat g
endliche Ordnung m, so istkerφ = mZ.
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Beweis.kerφ = 0 bedeutet ja geradegn = egdw.n = 0. Ist kerφ = m′Zmit m′ > 0,
so istm′ die kleinste positive Zahl mitgm′ = e, also istm′ = m. �

Die Ordnung vong ist also gerade die Anzahl der Elemente in〈g〉, und g hat
genau dann endliche Ordnungm, wennZ/mZ � 〈g〉. Ist g′ ∈ 〈g〉, so ist〈g′〉 ⊂ 〈g〉
eine Untergruppe, also ist die Ordnung vong′ ein Teiler der Ordnung vong.

Definition 1.43. Eine zyklische Gruppe ist eine GruppeG, die von einem Element
erzeugt wird, alsoG = 〈g〉 für eing ∈ G.

Lemma 1.44. Sei G eine endliche Gruppe und g∈ G. Dann teilt die Ordnung
von g die Gruppenordnung|G|. Insbesondere ist jede Gruppe von Primzahlordnung
zyklisch.

Beweis. Die Ordnung vong ist |〈g〉| und aus|G| = |〈g〉| · |G/〈g〉| folgt die erste
Aussage. Ist|G| eine Primzahl undg , e, so ist|〈g〉| , 1, also|G| = |〈g〉| und damit
G = 〈g〉. �

1.8. Der chinesische Restsatz.SeienG undH Gruppen. Das direkte ProduktG×
H ist dann ebenfalls eine Gruppe mit Verknüpfung (g1, h1) · (g2, h2) = (g1g2, h1h2).
Die GruppeG × H wird dasdirekte Produktvon G und H genannt. Ganz analog
können wir das direkte ProduktG1 × G2 × . . . × Gn von mehr als zwei Gruppen
definieren (und sogar

�
i∈I Gi für eine beliebige IndexmengeI ). Für eine GruppeG

undr ∈ N notieren wir

Gr :=
r�

i=1

G = G× . . . ×G (r Kopien).

Satz 1.45(Chinesischer Restsatz). Seien q1, . . . , qs ∈ Z paarweise teilerfremde po-
sitive Zahlen (alsoggT(qi , q j) = 1 falls i , j), und m= q1 · · ·qs. Dann gibt es einen
Isomorphismus

Z/mZ
∼→ Z/q1Z × . . . × Z/qsZ.

Beweis.Seiφ : Z→ Z/q1Z×. . .×Z/qsZ definiert durchφ(n) = (n+q1Z, . . . , n+qsZ).
Es ist n ∈ kerφ genau dann, wenn jedesqi ein Teiler vonn ist. Da nun dieqi

paarweise teilerfremd sind, ist dies genau dann der Fall, wenn m ein Teiler vonn
ist (Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung!). Also ist ker φ = mZ und wir erhalten
eine injektive Abbildung

φ̃ : Z/mZ→ Z/q1Z × . . . × Z/qsZ.

Nun haben beide Gruppen genaum = q1 · · ·qs Elemente, unsere injektive Abbil-
dung ist also eine Bijektion. �

Übung1.46. Die GruppeZ/nZ × Z/nZ ist nicht zyklisch fürn ≥ 2.

1.9. Der Hauptsatz für endlich erzeugte abelsche Gruppen.

Definition 1.47. Eine GruppeG heißtendlich erzeugt, falls esg1, . . . , gm ∈ G gibt
mit G = 〈g1, . . . , gm〉.
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Die GruppeQ (mit der Addition als Verknüpfung) istnichtendlich erzeugt.

Notation: In diesem Abschnitt behandeln wir nur abelsche Gruppen und schrei-
ben die Verknüpfung deswegen durchweg additiv. Das wesentliche Resultat dieses
Abschnitts ist der folgende Satz.

Satz 1.48(Hauptsatz über endlich erzeugte abelsche Gruppen). Sei G eine endlich
erzeugte abelsche Gruppe. So gibt es Primzahlpotenzen q1, . . . , qs ∈ N und eine
natürliche Zahl r, so daß

G � Z/q1Z × . . . × Z/qsZ × Zr .

Die Zahl r ist eindeutig bestimmt und heißt derRangvon G. Die Zahlen q1, . . . , qs

sind eindeutig bestimmt bis auf Reihenfolge.

Anmerkung: EinePrimzahlpotenzist eine Zahlq ∈ N der Formq = pn, wobei
p ∈ N eine Primzahl ist undn ∈ N.

1.10. Freie abelsche Gruppen.

Definition 1.49. Eine GruppeG heißtfreie abelsche Gruppe(von endlichem Rang),
falls

G � Zr = Z × · · · × Z (r Kopien).

Die Zahlr heißt derRangvonG (wir sagen auch:G ist eine freie abelsche Grup-
pe vom Rang r). Der Rang einer Gruppe ist eindeutig bestimmt. Ein Isomorphis-
musZr ∼→ Zs induziert nämlich eine Bijektion (Z/nZ)r ∼→ (Z/nZ)s für jede Zahl
n ∈ N. Die Gruppe links hatnr Elemente und die Gruppe rechts hatns Elemen-
te, also istr = s. (Zr → (Z/nZ)r ist surjektiv und hat KernnZr = {x ∈ Zr |
es gibty ∈ Zr mit x = ny}).

Wir vereinbaren die Notatione1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , er =

(0, . . . , 0, 1) für die Standard”basis” der GruppeZr .

SeienG undH Gruppen und

HomGr(G,H) = {φ : G→ H | φ ist ein Homomorphismus von Gruppen}.

Lemma 1.50.Sei H eine abelsche Gruppe und r∈ N. Dann ist die Abbildung

HomGr(Z
r ,H) → Hr

φ 7→ (φ(e1), . . . , φ(er))

eine Bijektion.

Beweis. Die inverse Abbildung ist gegeben durch (h1, . . . , hr) 7→ ((n1, . . . , nr) 7→
n1h1 + · · · + nrhr) (das Bild ist ein Homomorphismus von Gruppen, daH abelsch
ist!). �

Lemma 1.51. Seien A, B abelsche Gruppen undφ : A→ B,ψ : B→ A Homomor-
phismen mitφ ◦ ψ = idB. Dann ist die natürliche Abbildung

χ : kerφ × imψ → A

(a, b) 7→ a+ b

ein Isomorphismus. (imψ � B!)
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Beweis.χ ist ein Homomorphismus, daA abelsch ist.χ ist injektiv, denn ausa+b =
0 folgt φ(a + b) = φ(b) = 0 und damitb = 0, denn es istb = ψ(b′) für ein b′ ∈ B
undb′ = φ ◦ ψ(b′) = φ(b) = 0. Dann folgt aucha = 0.

χ ist aber auch surjektiv, denn ista ∈ A, so ist mitb = ψ ◦ φ(a), a − b ∈ kerφ,
b ∈ imψ undχ(a− b, b) = a, was zu zeigen war. �

Proposition 1.52. Seiφ : A → B ein surjektiver Homomorphismus von abelschen
Gruppen und sei B frei. So existiert ein Homomorphismusψ : B→ A mitφ◦ψ = idB.
Insbesondere ist

A = kerφ × imψ � kerφ × B.

Beweis.Wir könnenB = Zr annehmen für einr ∈ N. Seiena1, . . . , ar ∈ A Urbilder
unterφ von e1, . . . , er ∈ Zr . Nach Lemma 1.50 gibt es einen Homomorphismus
ψ : Zr → A mit ψ(ei) = ai für i = 1, . . . , r. Dann gilt, nach Konstruktion,φ ◦ ψ(ei) =
ei, alsoφ ◦ ψ = idZr , erneut nach Lemma 1.50.

Die zweite Aussage folgt sofort aus Lemma 1.51. �

Man sagt, ein surjektiver Homomorphismusψ : A → B von Gruppenspaltet,
wenn es einen rechtssinversen Homomorphismusψ′ : B → A gibt. Surjektive Ho-
momorphismen in freie Gruppen spalten also immer.

Satz 1.53.Jede Untergruppe einer freien Gruppe ist frei von kleineremRang.

Beweis.SeiH ⊂ Zr eine Untergruppe. Wir zeigen, daß es eins≤ r gibt mit H � Zs

mittels Induktion nachr. Für r = 1 ist H = {0} oderH = mZ ⊂ Z für ein m≥ 0. Im
ersten Fall istH = Z0 und im zweiten FallH � Z.

Sei also nunr > 1. Sei

φ : Zr → Z

(n1, . . . , nr) 7→ n1

die Projektion auf die erste Komponente. Dann istφ(H) ⊂ Z frei vom Rangs ≤ 1.
Die surjektive Abbildungφ|H : H → φ(H) spaltet, es ist alsoH � kerφ |H ×φ(H).
Nun ist kerφ |H= kerφ∩H enthalten kerφ � Zr−1 (die Untergruppe vonZr aller Ele-
mente mit Eintrag Null an erster Stelle). Nach Induktionsvoraussetzung ist kerφ |H
damit frei vom Rangt ≤ r − 1. Also istH = kerφ × imφ frei vom Rangs+ t ≤ r. �

Korollar 1.54. Jede Untergruppe einer endlich erzeugten abelschen Gruppeist
endlich erzeugt.

Beweis.SeiG eine endlich erzeugte abelsche Gruppe undH ⊂ G eine Untergruppe.
So gibt es eine freie GruppeF von endlichem Rang und eine Surjektionφ : F → G
nach Lemma 1.50. Dann istφ−1(H) ⊂ F eine Untergruppe, und nach Satz 1.53
endlich erzeugt. Dann ist aber auch das BildH = φ(φ−1(H)) endlich erzeugt. �

1.11. Torsionsgruppen. SeiG eine abelsche Gruppe undGtor ⊂ G die Teilmenge
aller Elemente mit endlicher Ordnung. Dann istGtor eine Untergruppe, denn haben
a, b ∈ G die Ordnungenm und n, so istmn · (a ± b) = mn · a ± mn · b = 0, also
haben aucha+ b unda− b endliche Ordnung. Also istGtor abgeschlossen unter der
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Verknüpfung und enthält mit jedem Element auch sein inverses. Wir nennenG eine
(abelsche) Torsionsgruppe, wenn jedes Element endliche Ordnung hat, in Formeln:
G = Gtor.

Das obige Argument zeigt auch, daß die Ordnung vona + b ein Teiler vonmn
ist. Ist p ∈ N eine Primzahl, so ist insbesondereG(p) ⊂ Gtor, die Teilmenge aller
Elemente, deren Ordnung eine Potenz vonp ist, eine Untergruppe.

Übung1.55. Jede endlich erzeugte abelsche Torsionsgruppe ist endlich.

Proposition 1.56. Sei G eine endlich erzeugte abelsche Torsionsgruppe. Dann ist
G(p) = {0} für fast alle Primzahlen, und

G �
�

p prim

G(p).

Beweis. Da G eine endliche Gruppe ist undG(p) ∩ G(p′) = {0} für p , p′, gilt
G(p) = {0} für fast alle Primzahlenp. Seienp1, . . . , pn die Primzahlen mitG(pi) ,
{0}. Wir betrachten die Abbildung

φ : G(p1) × · · · ×G(pn) → G

(x1, . . . , xn) 7→ x1 + · · · + xn.

Sei (x1, . . . , xn) im Kern vonφ. Wärexi , 0 für ein i, soxi =
∑

j,i(−xj). Nun steht
rechts ein Element, dessen Ordnung ein Produkt der Primzahlenp1, . . . , pi−1, pi+1, . . . , pn

ist, dessen Ordnung also teilerfremd ist zupi. Das steht im Widerspruch dazu, daß
die Ordnung vonxi eine Potenz vonpi ist. Somit ist (x1, . . . , xn) = 0, unsere Abbil-
dungφ ist also injektiv.

Wir zeigen nun die Surjektivität. Seia ∈ G und seim die Ordnung vona. Wir
schreibenm = q1 · · ·qr mit paarweise teilerfremden Primpotenzenq1, . . . , qr . Nun
ist 〈a〉 � Z/mZ � Z/q1Z × · · · × Z/qrZ nach dem chinesischen Restsatz 1.45.
Insbesondere läßt sicha schreiben als Summea = x1 + · · ·+ xr , wobei die Ordnung
von xi eine Potenz des Primteilerspi von qi ist (sogar ein Teiler vonqi), alsoxi ∈
G(pi). Also liegta im Bild von G(p1) × · · · ×G(pn). �

Proposition 1.57. Sei G eine endlich erzeugte abelsche Torsionsgruppe mit G=
G(p) für eine Primzahl p. Dann gibt es bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmte
Zahlen r1, . . . , rs mit

G � Z/pr1Z × . . . × Z/prsZ.

Beweis. Wir zeigen die Existenz einer solchen Zerlegung mittels Induktion nach
|G|. Ist |G| = 1 (oder eine Primzahl), ist alles klar.

Sei das Theorem bewiesen für alle GruppenG′ mit G′ = G′(p) und |G′| < |G|.
Seia ∈ G ein Element mit maximaler Ordnungpr . Dann istG/〈a〉 � Z/pr1Z× . . .×
Z/prsZ nach Induktionsvoraussetzung. Wir betrachten die Abbildung

G
can→→ G/〈a〉 � Z/pr1Z × . . . × Z/prsZ

und wollen zeigen, daß can spaltet, daß also eine Abbildungφ : Z/pr1Z × . . . ×
Z/prsZ → G existiert mit can◦ φ = id. Daraus folgt dann nämlichG � 〈a〉 ×
Z/pr1Z × . . . × Z/prsZ, und da〈a〉 � Z/prZ, folgt die Existenz einer Zerlegung der
gewünschten Art.
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Lemma 1.58.Sei b∈ G/〈a〉 ein Element der Ordnung pk. Dann gibt es ein Urbild
x ∈ G von b der Ordnung pk.

Beweis des Lemmas.Sei x′ ∈ G irgendein Urbild vonb. Ist die Ordnung vonx′

gleich pk, so sind wir fertig. Ansonsten ist sie größer alspk. Es ist pkx′ ∈ 〈a〉,
also pkx′ = na für ein n ∈ Z. Wir schreibenn = plm mit maximaleml ≤ r, also
ggT(p,m) = 1. Wir haben alsopkx′ = plma. Nun ist die Ordnung vonmagleich der
Ordnung vona, alsopr . Somit ist die Ordnung vonx′ geradepr−l+k. Wir erhalten,
wegen der Maximalität vonr, r + k− l ≤ r oderk ≤ l. Somit istpkx′ = pk(pl−kma).
Wir setzen nunx = x′ − pl−kma. Dann ist canx = canx′ = b und pkx = 0, die
Ordnung vonx ist alsopk (kleiner kann sie ja nicht sein, dapk die Ordnung vonb
ist!). �

Wir kommen zurück zur AbbildungG→ G/〈a〉 � Z/pr1Z × . . . × Z/prsZ. Nach
dem eben Bewiesenen existieren Urbildera1, . . . , as ∈ G der Erzeuger der Faktoren
rechts mit Ordnungpr1, . . . , prs, und wir können den Homomorphismus

φ : Z/pr1Z × · · · × Z/prsZ → G

(n̄1, . . . , n̄s) 7→ n1a1 + · · · + nsas

konstruieren (Anmerkung: Hier ist ¯n ∈ Z/mZ das Bild vonn ∈ Z, obige Abbildung
ist wohldefiniert, daai die Ordnungpr i hat). Es ist can◦ φ = id, also spaltet can.

Zur Eindeutigkeit: Wie nehmen an, es gäbe zwei Darstellungen

G � Z/pr1Z × · · · × Z/prsZ � Z/pt1Z × · · · × Z/ptuZ.

Wir könnenr1 ≥ r2 ≥ · · · ≥ rs und t1 ≥ t2 ≥ · ≥ tu annehmen, und müssen dann
s= u undr i = ti für alle i = 1, . . . , szeigen.

Wir betrachten nun die UntergruppepG ⊂ G. Es ist p(Z/pkZ) � Z/pk−1Z für
k > 1 undp(Z/pZ) = {0} (alsok ≥ 1). Wir erhalten also

pG� Z/pr1−1Z × · · · × Z/prs−1Z � Z/pt1−1Z × · · · × Z/ptu−1Z.

Per Induktion erhalten wirr i = ti, falls r i , 1 oderti , 1. Somit können sich die
Tupel (r1, . . . , rs) und (t1, . . . , tu) nur unterscheiden in der Anzahl der Einsen am
rechten Rand. Die Anzahl der Elemente vonG ist aber sowohlpr1+···+rs als auch
pt1+···+ts, also gilt r1 + · · · + rs = t1 + · · · + tu und daher muß auch die Anzahl der
Einsen am rechten Rand unserer Tupel übereinstimmen. �

Wir fassen unsere letzten beiden Sätze zusammen. (Gtor ist endlich erzeugt nach
Korollar 1.54 )

Proposition 1.59. Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es bis
auf Reihenfolge eindeutig bestimmte Primpotenzen q1, . . . , qs mit

Gtor � Z/q1Z × . . . × Z/qsZ.

Der Hauptsatz über endlich erzeugte abelsche Gruppen ist nun eine Konsequenz
der nächsten Proposition.

Proposition 1.60. Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann ist G/Gtor

eine freie Gruppe von endlichem Rang. Die Surjektion G
can→ G/Gtor spaltet, es gibt

also einen Isomorphismus
G � Gtor × Zr

für ein eindeutig bestimmtes r.
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Beweis. Zur Vereinfachung seiA = G/Gtor. Dann istA einetorsionsfreieGruppe,
also Ator = {0}, denn hata ∈ A endliche Ordnung, so hat jedes Urbild endliche
Ordnung, liegt also inGtor, alsoa = 0.

Wir zeigen nun, daß jede torsionsfreie endliche erzeugte abelsche GruppeA frei
ist. Sei dazuS ⊂ A eine endliche Menge von Erzeugern, und{x1, . . . , xn} ⊂ S eine
maximale Teilmenge mit der Eigenschaft, daßm1x1 + · · · + mnxn = 0 impliziert,
daßm1 = · · · = mn = 0. Dann ist die von{x1, . . . , xn} erzeugte UntergruppeB von
A frei. Sei nuny ∈ S. So gibt es, nach der Maximalität von{x1, . . . , xn}, Zahlen
m,m1, . . . ,mn, nicht alle= 0, mit my+ m1x1 + · · · + mnxn = 0. Insbesondere ist
m , 0. Also liegt my in B. Da S endlich ist, gibt es einm mit mS ⊂ B. Der
Homomorphismusφ : A → A, φ(a) = ma ist injektiv und identifiziertA mit einer
Untergruppe der freien GruppeB. Nach Satz 1.53 ist also auchA frei.

Also ist G/Gtor eine freie Gruppe, und nach Proposition 1.52 istG � Gtor ×
G/Gtor. Die Zahlr ist eindeutig bestimmt als der Rang vonG/Gtor. �

1.12. Kompositionsreihen.

Definition 1.61. Eine GruppeG heißt einfach, wennG , {e} und es außer den
trivialen Normalteilern{e} undG keine weiteren gibt.

Beispiel1.62. Die GruppeZ/mZ ist genau dann einfach, wennmeine Primzahl ist.

Definition 1.63. SeiG eine Gruppe. EineKompositionsreihevon G ist eine Folge
von Untergruppen

{1} = G0 ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gr = G,

wobeiGi−1 ein Normalteiler inGi undGi/Gi−1 einfach ist für allei = 1, . . . , r. Die
GruppenGi/Gi−1 heißen dieSubquotientender Kompositionsreihe.

Anmerkungen1.64. (1) Die GruppeZ hat keine Kompositionsreihe.
(2) Für endliche GruppenG , {e} existiert immer eine Kompositionsreihe. Ist

nämlichG nicht einfach, so können wir einen maximalen echten Normaltei-
ler G′ ⊂ G, G′ , G wählen. Dann istG/G′ eine einfache Gruppe, denn gäbe
es einen nichttrivialen NormalteilerN ⊂ G/G′, so wäre sein Urbild inG ein
echter Normalteiler, derG′ enthielte. Per Induktion können wir annehmen,
daß fürG′ eine Kompositionsreihe existiert.

Satz 1.65(Satz von Jordan–Hölder). Je zwei Kompositionsreihen haben bis auf
Umordnung isomorphe Subquotienten. Genauer: Sind{1} = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂
Mr = G und{1} = N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Ns = G zwei Kompositionsreihen, so gilt r= s
und es gibtσ ∈ Sr mit Mi/Mi−1 � Nσ(i)/Nσ(i)−1 für i = 1, . . . , r.

Beweis. Per Induktion überr. Ist r = 1, so istG einfach, also stimmen unsere
Kompositionsreihe sogar überein. Sei alsor ≥ 2. Ist Mr−1 = Ns−1, so folgt der Satz
per Induktion. IstMr−1 , Ns−1, so kürzen wir zunächstM := Mr−1 undN := Ns−1

ab und betrachten dann die VerkettungM → G → G/N. Das Bild vonM ist ein
Normalteiler, {e} in G/N. DaG/N einfach ist, muß die AbbildungM → G→ G/N
surjektiv sein und wir erhalten nach dem Isomorphiesatz 1.39 einen Isomorphismus
M/(M∩N)

∼→ G/N. Analog erhalten wir einen natürlichen IsomorphismusN/(M∩
N)

∼→ G/M.
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Wir wählen nun eine Kompositionsreihe fürM ∩N. Eine Kompositionsreihe von
M ∩ N existiert sicherlich. Es gilt sogar allgemeiner: IstH ⊂ G ein Normalteiler,
{1} = G0 ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gn = G eine Kompositionsreihe, so ist{1} = G0 ∩ H ⊂
G1∩H ⊂ · · · ⊂ Gn∩H = H, wobei wir die nicht-echten Inklusionen weglassen, eine
Kompositionsreihe vonH. Denn zunächst istGi ∩ H ⊂ Gi+1 ∩ H ein Normalteiler,
weil Gi ⊂ Gi+1 ein Normalteiler ist. IstGi∩H , Gi+1∩H, so istGi+1∩H/(Gi∩H) �
Gi+1/Gi, denn das Bild der natürlichen AbbildungGi+1 ∩ H/(Gi ∩ H)֒→Gi+1/Gi ist
ein Normalteiler.

Wir haben nun vier Kompositionsreihen:

1) . . . Mr−2 ⊂ M ⊂ G
2) . . . ⊂ M ∩ N ⊂ M ⊂ G
3) . . . ⊂ M ∩ N ⊂ N ⊂ G
4) . . . Ns−2 ⊂ N ⊂ G

Die Subquotienten von 1) und 2) stimmen per Induktionsannahme, angewandt auf
die GruppeM, bis auf Reihenfolge überein. Analoges gilt für die Subquotienten von
3) und 4). Die Subquotienten von 2) und 3) stimmen natürlichbis M ∩ N überein,
und die letzten beiden sind bis auf Vertauschung isomorph, wie wir gerade bewiesen
hatten. �

1.13. Operationen von Gruppen. SeiX eine Menge undG eine Gruppe.

Definition 1.66. EineOperationder GruppeG auf der MengeX ist ein Homomor-
phismus

φ : G→ Sym(X).

Notation: Wir schreiben auchg.x für φ(g)(x).

Ist φ : G→ Sym(X) ein Homomorphismus, so können wir die Abbildungχ : G×
X→ X definieren durchχ(g, x) = φ(g)(x). Wir schreiben auchg.x für χ(g, x). Daφ
ein Homomorphismus ist, gilt für alleg, g′ ∈ G

(∗) χ(gg′, x) = χ(g, χ(g′, x)),

oder, intuitiver,
(gg′).x = g.(g′.x).

Ist umgekehrtχ : G× X→ X gegeben mit der Eigenschaft (∗), so definiertφ : G→
Sym(X), φ(g)(x) = χ(g, x) einen Gruppenhomomorphismus.

Beispiele1.67. (1) G operiert auf sich selbst durch Multiplikation von links:
χ : G×G→ G ist gegeben durchχ(g, g′) = gg′.

(2) Die Abbildungχ : G×G→ G, (g, h) 7→ hg, definiert im allgemeinenkeine
Operation vonG auf sich.

(3) Die Abbildungχ : G ×G→ G, (g, h) 7→ hg−1, definiert eine Operation von
G auf sich.

(4) Die Konjugationvon G auf G ist definiert durch (g, h) 7→ ghg−1. Dies defi-
niert eine Operation der GruppeG auf der MengeG.

(5) IstV ein Vektorraum, so operiert GL(V) aufV mittels der Abbildungχ : GL(V)×
V → V, χ(A, v) = Av.

Definition 1.68. Die GruppeG operiere auf der MengeX mittelsφ : G→ Sym(X).
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(1) Der Stabilisatoroder dieIsotropiegruppevon x ∈ X ist die Untergruppe
Gx = {g ∈ G | g.x = x} vonG.

(2) Sei x ∈ X. Die MengeG.x = {g.x | g ∈ G} heißt dieBahnoder derOrbit
von x.

(3) Die Operation heißttransitiv, falls G.x = X für ein x ∈ X.

Gilt G.x∩G.y , ∅, so folgt schonG.x = G.y, denn gibt esg, g′ ∈ G mit g.x = g′.y,
so folgtx = g−1g′.y ∈ Gyund darausG.x ⊂ G.y und, analog,G.y ⊂ G.x. Die Bahnen
bilden also einedisjunkte Zerlegungvon X.

Lemma 1.69. Sei x∈ X. So definiert die Operation von G eine Bijektion G/Gx →
G.x.

Beweis. Wir definieren eine Abbildungf : G/Gx → G.x durch f (gGx) = g.x. f
ist wohldefiniert, denn giltgGx = g′Gx, so istg−1g′ ∈ Gx, alsog−1g′.x = x oder
g.x = g′.x. Es ist klar, daßf surjektiv ist. Ist aberg.x = g′.x, so istg−1g′ ∈ Gx, also
gGx = g′Gx, also ist f auch injektiv. �

Mithilfe des Satzes von Lagrange erhalten wir dieBahnformel

|G| = |Gx| · |G.x|.

1.14. Konjugationsklassen. Seiφ : G → Sym(G) die Konjugationsoperation, al-
soφ(g)(h) = ghg−1. Die Bahnen vonφ heißen dieKonjugationsklassen von G. Die
Elementeh undh′ liegen also genau dann in derselben Konjugationsklasse, wenn
es eing ∈ G gibt mit h′ = ghg−1. In einer abelschen Gruppe besteht jede Konjuga-
tionsklasse aus nur einem Element.

Beispiel1.70. Ist G = GL(V) die Gruppe der invertierbaren Endomorphismen ei-
nes VektorraumsV, so sind die Konjugationsklassen gerade dieÄhnlichkeitsklassen
invertierbarer Endomorphismen. IstV ein Vektorraum über einem algebraisch ab-
geschlossenen Körper, so werden die Konjugationsklassenalso beschrieben durch
Matrizen in Jordanscher Normalform (man beachte jedoch, daß zwei Matrizen in
Jordanscher Normalform ähnlich sind, wenn sie sich nur in der Anordnung der Jor-
danblöcke unterscheiden).

Der Stabilisator vonh ∈ G unter der Konjugation wird auch derZentralisator
ZG(h) von hgenannt. Es ist also

ZG(h) = {g ∈ G | ghg−1 = h}.
Der Durchschnitt der Zentralisatoren aller Elemente vonG heißt dasZentrum Z(G)
vonG. Es besteht also aus alleng ∈ G mit der Eigenschaftgh= hg für alleh ∈ G:

Z(G) = {g ∈ G | gh= hg für alleh ∈ G}.

Ist H ⊂ G eine Untergruppe undg ∈ G, so istgHg−1 = {ghg−1 | h ∈ H} ⊂ G
wieder eine Untergruppe. Man nenntH undgHg−1 zueinander konjugierteUnter-
gruppen.

Satz 1.71(Klassengleichung). Sei G eine endliche Gruppe und(gi)i∈I ein Repräsen-
tantensystem der Konjugationsklassen mit mehr als einem Element (also der nicht-
zentralen Konjugationsklassen). So gilt

|G| = |Z(G)| +
∑

i∈I
|G/ZG(gi)|.
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Beweis.Natürlich ist

|G| =
∑

K Konj.klasse

|K|.

Die einelementigen Konjugationsklassen werden gerade durch die Elemente von
Z(G) gebildet, und die Konjugationsklasse vongi hat genau|G/ZG(gi)| Elemente.�

1.15. Sylow Untergruppen. SeiG eine endliche Gruppe undp eine Primzahl. Sei
r ∈ N, r ≥ 0 die größte Zahl, so daßpr die Gruppenordnung|G| teilt.

Definition 1.72. Eine UntergruppeH ⊂ G der Ordnungpr heißtp-Sylowuntergruppe
vonG (oderp-SylowvonG).

Satz 1.73. (1) Die Anzahl der p-Sylows in G ist ein Teiler von|G|/pr und kon-
gruent zu1 modulo p. Insbesondere gibt es mindestens eine p-Sylow in G.

(2) Je zwei p-Sylows sind zueinander konjugiert.
(3) Jede Untergruppe, deren Ordnung eine p-Potenz ist, liegt ineiner p-Sylow.

Beweis. Wir zeigen zunächst die Existenz einerp-Sylow in G per Induktion nach
|G|. Ist p kein Teiler von|G|, so ist{e} eine (und die einzige)p-Sylow. Wir nehmen
nun an,p sei ein Teiler von|G|. Gibt es eine echte UntergruppeH ⊂ G, so daßpr

ein Teiler von|H| ist, so können wir die Induktionsvoraussetzung aufH anwenden
und erhalten einep-Sylow vonH und vonG. Andernfalls istp ein Teiler des Index
|G/H| jeder UntergruppeH.

Nach der Klassenformel istp dann auch ein Teiler von|Z(G)| und nach dem
Hauptsatz über endlich erzeugte abelsche Gruppen gibt es ein g ∈ Z(G) der Ordnung
p. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einep-Sylow H′ in G/〈g〉. Ihr Urbild H ⊂
G ist offenbar einep-Sylow inG.

SeiS die Menge allerp-Sylows vonG. Ist P ∈ S, so istgPg−1 ∈ S. Also operiert
G auf der MengeS durch Konjugation. Wir fixieren nun einP ∈ S und betrachten
die BahnG.P ⊂ S. Die GruppeP ist enthalten im StabilisatorGP, also ist|G.P|
teilerfremd zup.

Sei H ⊂ G eine Untergruppe mitp-Potenzordnung. Wir betrachten nun die
Operation vonH auf G.P. Die Anzahl der Elemente einer Bahn ist entweder eins
oder eine Potenz vonp. Da |G.P| teilerfremd ist zup, muß es also einen Fixpunkt
Q = g.P = gPg−1 unter H geben, alsohQh−1 = Q für alle h ∈ H. Die Menge
HQ = QH ⊂ G ist eine Untergruppe vonG der Ordnung|HQ| = |HQ/H| · |H| =
|Q/Q∩ H| · |H|. Also ist |HQ| einep-Potenz, folglichHQ = Q, alsoH ⊂ Q.

Wir haben also (3) gezeigt, und sogar, daß jede Untergruppe mit p-Potenzordnung
in einer zuP konjugierten Sylow liegt. Daraus folgt (2). Schließlich betrachten wir
die Operation vonP auf S. Ist Q ∈ S und P.Q = {Q}, so zeigt obiges Argument
P ⊂ Q, alsoP = Q. Damit gibt es genau eine einelementige Bahn inS unterP.
Die Anzahl jeder andere Bahn ist einep-Potenz, woraus wir|S| ≡ 1 mod p fol-
gern. Die IsotropiegruppeGP von P enthältP, also ist|S| = |G|/|GP| ein Teiler von
|G|/|P| = |G|/pr . �

Korollar 1.74. Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl, die|G| teilt. So
gibt es in G ein Element der Ordnung p.
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Beweis.SeiS einep-Sylowgruppe vonG. Dann istS nicht trivial und die Ordnung
von S ist eine Potenz vonp. Sei x ∈ S nicht das neutrale Element. Dann hatx
Ordnungpr für ein r > 0, xpr−1

hat also Ordnungp. �

Satz 1.75.Seien p> q Primzahlen und q kein Teiler von p− 1. So ist jede Gruppe
der Ordnung pq zyklisch.

Beweis. Sei G eine Gruppe der Ordnungpq. Sei mq die Anzahl derq-Sylows.
Dann istmq ein Teiler vonp, alsomq = 1 odermq = p. Wäremq = p, so wäre
wegenmq ≡ 1 modq die Zahlq ein Teiler vonp − 1, was unserer Voraussetzung
widerspricht. Also istmq = 1. Auf ähnliche Weise erkennt manmp = 1 unter
Zuhilfenahme der Voraussetzungp > q.

Es gibt also jeweils nur einep-Sylow und nur eineq-Sylow inG. Jedes Element
der Ordnungp ist in dieserp-Sylow enthalten. Damit gibt es genaup− 1 Elemente
der Ordnungp in G. Analog gibt esq− 1 Elemente der Ordnungq in G. Mit dem
neutralen Element haben wir allep + q − 1 Elemente der Ordnungen 1,p oderq
gefunden. Wegenp+ q− 1 < pq gibt es inG ein Element der Ordnungpq, also ist
G zyklisch. �

1.16. Auflösbare Gruppen.

Definition 1.76. Eine GruppeG heißtauflösbar, wenn es eine Folge von Unter-
gruppen

{e} = G0 ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gr = G

gibt, so daßGi−1 ⊂ Gi Normalteiler undGi/Gi−1 eine abelsche Gruppe ist für alle
i = 1, . . . , r.

Definition 1.77. Die Kommutatorgruppe G′ von G ist die von allen Elementen der
Formaba−1b−1 erzeugte Untergruppe.

Ist g ∈ G, so istg(aba−1b−1)g−1 = (gag−1)(gbg−1)(gag−1)−1(gbg−1)−1, also istG′

ein Normalteiler inG, und G/G′ ist eine abelsche Gruppe. IstN ⊂ G ein Nor-
malteiler, so daßG/N abelsch ist, so mußG′ ⊂ N gelten. Also istG′ der kleinste
Normalteiler mit abelscher Faktorgruppe.

Wir schreibenG(1) für die KommutatorgruppeG′ vonG und definieren, induktiv,
G(n) als die Kommutatorgruppe vonG(n−1) für n ≥ 2.

Satz 1.78.G ist genau dann auflösbar, wenn G(n) = {e} gilt für genügend großes n.

Beweis.Ist G(n) = {e} für einn, so ist

{e} = G(n) ⊂ G(n−1) ⊂ · · · ⊂ G(1) ⊂ G

eine Normalreihe mit abelschen Quotienten, also istG auflösbar. Ist umgekehrt
{e} = N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Nr = G eine Reihe mit abelschen Quotienten, so folgt
induktiv G(i) ⊂ Nr−i:

G(i+1) = (G(i))′ ⊂ (Nr−i)
′ ⊂ Nr−i−1.

�
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Definition 1.79. Sei p eine Primzahl. Einep-Gruppeist eine endliche Gruppe, de-
ren Ordnung eine Potenz vonp ist.

Proposition 1.80. Ist G eine nicht-triviale p-Gruppe, so hat G nicht-triviales Zen-
trum.

Beweis. Die Anzahl der Elemente jeder Konjugationsklasse mit mehr als einem
Element ist durchp teilbar, nach der Bahnformel. Die Klassengleichung 1.71 zeigt,
daß|Z(G)| durchp teilbar ist. �

Satz 1.81(Struktur vonp-Gruppen). Sei G eine p-Gruppe. Dann gibt es eine Reihe
{e} = G0 ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gr = G von Normalteilern von G, so daß Gi/Gi−1 � Z/pZ
für i = 1, . . . , r. Insbesondere ist G also auflösbar.

Beweis. Ghat nach Proposition 1.80 nicht-triviales Zentrum, und im Zentrum fin-
den wir ein Elementx der Ordnungp. G1 := 〈x〉 � Z/pZ ist ein Normalteiler. In-
duktiv können wir annehmen, daß es eine Reihe{e} = G′0 ⊂ G′1 ⊂ · · · ⊂ G′r = G/G1

der gewünschten Art in derp-GruppeG/G1 gibt. SeiGi+1 ⊂ G das Urbild von
G′i ⊂ G/G1. Wir erhalten eine Reihe von Untergruppen

{e} ⊂ G1 ⊂ G2 ⊂ · · · ⊂ Gr+1 = G.

Dann ist jedesGi ein Normalteiler inG und nach dem Noetherschen Isomorphiesatz
ist

Gi+1/Gi � (Gi+1/G1)/(Gi/G1) = G′i/G
′
i−1 � Z/pZ

für i ≥ 1. Außerdem istG1/G0 � Z/pZ nach Konstruktion. �

1.17. Symmetrische und alternierende Gruppen.Wir hatten schon diesymme-
trische Gruppe Sn = Sym({1, . . . , n}) definiert. Elemente vonSn heißen auch Per-
mutationen. Per Definitionem operiertSn auf der Menge{1, . . . , n}. Sei m > 1.
Ein σ ∈ Sn heißtm-Zykel, wenn es genau einenm-elementigen Orbit der Gruppe
〈σ〉 auf {1, . . . , n} und sonst nur einelementige Orbiten gibt. Ein 2-Zykel heißtauch
Transposition.

Schreibweise: Für einen Zykel, dera nachb, b nachc, . . . , r nacha abbildet,
schreiben wir (ab. . . r). Speziellerweise sind also (ab) Transpositionen.

Jedesσ ∈ Sn läßt sich schreiben als Produkt von Transpositionen, und die Parität
der Anzahl der Transpositionen ist unabhängig von allen Wahlen. Wir erhalten einen
Gruppenhomomorphismus, dasSignum

Sgn:Sn→ {−1, 1},
wobei Sgn(τ1 · · · τr) = (−1)r für Transpositionenτ1, . . . , τr ∈ Sn. Permutationen mit
Signum 1 bzw. -1 nennt mangeradebzw.ungeradePermutationen. Wir nennen die
GruppeAn := ker Sgn der geraden Permutationen diealternierende Gruppëuber
{1, . . . , n}.

Satz 1.82.Für n ≥ 5 ist An einfach.

Zum Beweis benötigen wir zwei Lemmata.

Lemma 1.83.Die alternierende Gruppe An wird erzeugt von allen3-Zykeln.
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Beweis. Sei ττ′ , e das Produkt zweier Transpositionen. Wir wollen zeigen, daß
sichττ′ als Produkt von 3-Zykeln schreiben läßt. Kommutierenτ undτ′ nicht, so ist
ττ′ schon ein 3-Zykel. Ansonsten läßt sichτ′′ finden, so daß wederτ undτ′′ noch
τ′ undτ′′ kommutieren, also istττ′ = ττ′′τ′′τ′ Produkt zweier 3-Zykel. �

Lemma 1.84.Für n ≥ 5 sind je zwei3-Zykel konjugiert in An.

Beweis.Sind (abc) und (a′b′c′) zwei 3-Zykel, so finden wir eine Permutationσ in
Sn, diea mit a′, b mit b′ undc mit c′ vertauscht. Istσ eine gerade Permutation, so
sind wir fertig. Ansonsten finden wird, e, verschieden vona, b, c. Nun können wir
(abc) mit (de)σ konjugieren und erhalten die Behauptung (denn (de)(abc)(de) =
(abc)). �

Beweis des Satzes 1.82.Sei N ⊂ An, N , {e} ein Normalteiler undσ ∈ N, σ , e,
eine Permutation mit maximal vielen Fixpunkten. Nach den Lemmata reicht es zu
zeigen, daßσ ein 3-Zykel ist.

Wir betrachten die Bahnen vonσ (der vonσ erzeugten Untergruppe) auf{1, . . . , n}.
Zunächst nehmen wir an, jede Bahn habe höchstens zwei Elemente. Dann gibt es
mindestens zwei Bahnen,{a, b} und{c, d}mit zwei Elementen, daσ gerade ist. Sei
e, a, b, c, d, undτ = (cde). So istτστ−1σ−1 ein Element inN mit mehr Fixpunkten
alsσ (denn die Fixpunkte außerhalb vona, b, c, d, e, σ(e) sind dieselben, unda und
b sind zusätzlich fix, und nur der eventuelle Fixpunkte geht verloren), aber nicht
das neutrale Element (c wird auf e abgebildet). Das ist ein Widerspruch zur Wahl
vonσ.

Also hatσ eine Bahn mit mindestens drei Elementena, b, c. Wir nehmenσ(a) =
b undσ(b) = c an. Istσ kein 3-Zykel, so gibt es vona, b, c verschiedened, e, die
ebenfalls keine Fixpunkte vonσ sind (sonst wäreσ ein Vierzykel und damit nicht
gerade!). Seiτ = (cde). So hatσ′ = τστ−1σ−1 ∈ N weniger Fixpunkte alsσ (denn
jeder Fixpunkt vonσ ist auch Fixpunkt vonσ′ undσ′(b) = b) und ist nicht das
neutrale Element (dennσ′(c) = d). �

Satz 1.85.Für n ≥ 5 ist die Gruppe Sn nicht auflösbar.

Beweis.Die alternierende GruppeAn ⊂ Sn ist ein Normalteiler als Kern des Grup-
penhomomorphismus‘ Sgn. WäreSn auflösbar, so auchAn (der Schnitt eines Nor-
malteilers mit einer Untergruppe ist ein Normalteiler der Untergruppe, Quotienten
bleiben abelsch).An ist aber einfach fürn ≥ 5 und nicht abelsch, also nicht auflösbar.
�

2. R

Definition 2.1. Ein RingR ist eine Menge mit zwei assoziativen Verknüpfungen,+
und·, mit den folgenden Eigenschaften:

(1) R ist eine kommutative Gruppe mit der Verknüpfung+. Das neutrale Ele-
ment bzgl.+ bezeichnen wir mit 0.

(2) Es gelten die Distributivgesetze, also

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c)

(a+ b) · c = a · c+ b · c
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für allea, b, c ∈ R.
(3) Es gibt ein neutrales Element 1= 1R ∈ R bzgl. der Verknüpfung·.

Man nennt+ die Addition in R und · die Multiplikation in R. Man nennt einen
RingR kommutativ, falls auch· eine kommutative Verknüpfung ist, alsoa · b = b · a
für allea, b ∈ Rgilt.

Der Ring, der nur aus dem Nullelement besteht, heißt derNullring. Dies ist der
einzige Ring mit der Eigenschaft 0= 1.

Beispiele2.2. (1) Die ganzen ZahlenZ bilden mit der Addition+ und der Mul-
tiplikation · einen Ring.

Definition 2.3. Ein Elementa ∈ Rheißtinvertierbaroder eineEinheit, wenn es ein
Elementb ∈ R gibt mit a · b = b · a = 1. Wir haben in 1.8 schon gezeigt, daßb mit
dieser Eigenschaft eindeutig bestimmt ist. Wir schreibena−1 := b. Wir bezeichnen
mit R× ⊂ Rdie Menge der Einheiten inR.

R× ist stabil unter der Verknüpfung· und bildet dann sogar eine Gruppe. AberR×

ist nicht stabil unter der Veknüpfung+ (außer im Fall des Nullrings!).

In jedem RingRgilt 0 ·a = a ·0 = 0 für allea ∈ R, denn es ist 0·a = (0+0) ·a =
0 ·a+0 ·a (nach dem Distributivgesetz), und es folgt 0= 0 ·a, wenn wir auf beiden
Seiten−(0 · a) addieren.

Definition 2.4. SeienR undS Ringe. Eine Abbildungφ : R→ S heißtRinghomo-
morphismus, falls φ(1R) = 1S gilt undφ verträglich ist mit den Verknüpfungen auf
R undS, wenn also

φ(a+ b) = φ(a) + φ(b)

φ(a · b) = φ(a) · φ(b)

gilt für alle a, b ∈ R.

Der Kerneines Ringhomomorphismusφ : R→ S ist die Untergruppe

kerφ := {a ∈ R | φ(a) = 0},

also gleich dem Kern, wenn wirφ nur als Gruppenhomomorphismus von additiven
Gruppen auffassen.

Definition 2.5. Ein RingR ist einSchiefkörper, wenn 1, 0 gilt und alle von Null
verschiedenen Elemente Einheiten sind (wenn alsoR× = R\ {0} gilt). Ein kommu-
tativer Schiefkörper ist einKörper.

Definition 2.6. SeiRein Ring.

(1) Ist R kommutativ unda, b ∈ R, so heißta ein Teiler von b (man sagt aucha
teilt b), falls es eind ∈ R gibt mit ad = b. (Jedes Element teilt die Null!).
Wir schreibena | b, falls a ein Teiler ist vonb.

(2) Ein Elementa ∈ R heißtNullteiler, falls es einb ∈ R gibt mit b , 0, aber
ab= 0 oderba= 0.

(3) R heißtnullteilerfrei, falls 0 der einzige Nullteiler ist.
(4) R heißtIntegritätsbereich, wennR kommutativ und nullteilerfrei und nicht

der Nullring ist.
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Beispiel2.7. SeiX eine nicht-leere Menge undRein Ring. Dann istRX = { f : X→
R}, die Menge aller Abbildungen vonX nachR, mit der komponentenweisen Ad-
dition und Multiplikation wieder ein Ring. Er ist nullteilerfrei genau dann, wennX
nur aus einem Element besteht.

In Integritätsbereichen kann man “Kürzen”: Istab= acunda , 0, so folgtb = c,
denn ausa(b− c) = 0 folgt b− c = 0.

2.1. Ideale. SeiR ein Ring undI ⊂ R eine Untergruppe bzgl. der additiven Grup-
penstruktur vonR. Dann istI ein Normalteiler vonR, daR ja kommutativ ist, und
wir können also die FaktorgruppeR/I und den kanonischen Gruppenhomomorphis-
mus

can:R→ R/I
betrachten. Wir wollen aber aufR/I noch eine Multiplikation definieren, so daßR/I
ein Ring und can ein Homomorphismus von Ringen wird.

Falls solch eine Multiplikation aufR/I existiert, muß can(a) · can(b) = can(ab)
gelten, und da can surjektiv ist, ist die Multiplikation eindeutig bestimmt. Wegen
can(0R) = 0R/I muß darüberhinaus can(0)· can(a) = can(a) · can(0)= 0R/I gelten
für alle a ∈ R. Wegen can(0)= can(i) für alle i ∈ I muß also can(ai) = can(ia) =
0R/I sein für allea ∈ R und i ∈ I . Eine Ringstruktur aufR/I mit der Eigenschaft,
daß can:R → R/I ein Ringhomomorphismus ist, kann es also nur geben, wenn
ai, ia ∈ I für allea ∈ Rundi ∈ I . Proposition 2.10 zeigt, daß diese Bedingung sogar
hinreichend ist.

Definition 2.8. Eine TeilmengeI ⊂ RheißtIdeal in R, falls I eine Untergruppe von
R mit der Addition als Verknüpfung ist undR · I ⊂ I und I · R ⊂ I gilt. (Hier soll
R · I die Menge aller Elemente der Formr · i mit i ∈ I und r ∈ R bezeichnen, und
analog seiI · R definiert.)

Beispiele2.9. (1) Der Kernφ−1(0) jedes Homomorphismus von Ringen ist ein
Ideal.

(2) Jede Untergruppe inZ ist ein Ideal inZ.

Der Schnitt über eine beliebige Menge von Idealen in einem Ring R ist wieder
ein Ideal. Für eine TeilmengeT ⊂ R definieren wir (T) als den Schnitt über alle
IdealeI ⊂ R, die T enthalten. Also ist (T) daskleinsteIdeal, daßT enthält. Man
sagt, ein TeilmengeT erzeugt das Ideal I, falls I = (T).

Für endliche Mengen schreiben wir auch (a1, . . . , an) statt ({a1, . . . , an}). Ideale,
die von einem Element erzeugt werden, heißenHauptideale.

Proposition 2.10.Sei I⊂ R ein Ideal.

(1) Die Verknüpfung(a + I ) · (b + I ) = a · b + I definiert auf R/I die Struktur
eines Rings.

(2) Die kanonische Abbildungcan: R → R/I ist ein Homomorphismus von
Ringen mitcan−1(0) = I.

(3) Ist φ : R→ R′ ein Ringhomomorphismus mit I⊂ kerφ, so ist der induzierte
Gruppenhomomorphismusφ̃ : R/I → R′ (vgl. 1.37) ein Ringhomomorphis-
mus.

Beweis.Zunächst istR/I mit der induzierten Addition natürlich eine abelsche Grup-
pe. Die oben angegebene Verknüpfung ist wohldefiniert, denn ist a+ I = a′ + I , so
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ist a−a′ ∈ I , und es giltab−a′b = (a−a′) ·b ∈ I für alleb ∈ R, alsoab+ I = a′b+ I .
Analog zeigt manab+ I = ab′ + I , falls b undb′ in derselben Restklasse bzgl.I
liegen. Daß die Distributivgesetze gelten, folgt unmittelbar aus den Definitionen,
und die Restklasse 1+ I ist natürlich ein neutrales Element bzgl. der Multiplikati-
on. Also istR/I mit der Addition der Restklassengruppe und der oben definierten
Multiplikation ein Ring. Wir haben also (1) gezeigt.

Die kanonische Abbildung can:R→ R/I ist ein Homomorphismus von Gruppen
nach der Definition der Restklassengruppe. Die Multiplikation aufR/I ist gerade so
definiert, daß can(ab) = can(a)can(b) und can(1R) = 1R/I gilt. Nach Definition der
Restklassengruppe ist can−1(0) = I . Also haben wir (2) gezeigt.

Sei schließlichφ : R→ R′ wie in (3) undφ̃ : R/I → R′ der nach 1.37 induzierte
Homomorphismus von Gruppen. Dann istφ̃(a+ I ) = φ(a) und deshalb̃φ(1 + I ) =
φ(1) = 1 undφ̃((a+ I ) · (b+ I )) = φ̃(ab+ I ) = φ(ab) = φ(a) ·φ(b) = φ̃(a+ I ) · φ̃(b+ I ).
Also ist φ̃ ein Ringhomomorphismus. �

Beispiel2.11. Z/mZ ist ein Ring für jedesm ∈ N.

2.2. Primkörper.

Lemma 2.12. I = {0} und I = K sind die einzigen Ideale in einem Körper K.

Beweis. Ist a ∈ I , a , 0, so ista invertierbar inK und somita−1 · a = 1 ∈ I , also
I = K. �

Übung2.13. Ein kommutativer RingR, der nicht der Nullring ist, ist genau dann
ein Körper, wenn er nur die Ideale{0} undRhat.

Insbesondere ist jeder Ringhomomorphismusφ : K → R von einem Körper in
einen von Null verschiedenen Ring injektiv (φ ist nicht die Nullabbildung, daφ(1) =
1 , 0, und kerφ ⊂ K ist ein Ideal).

Proposition 2.14. Sei m∈ N, m > 0. Genau dann istZ/mZ ein Körper, wenn m
eine Primzahl ist.

Beweis. Ist m = a · b mit 0 < a, b < m, so istā , 0, b̄ , 0, aberā · b̄ = 0, folglich
kannZ/mZ kein Körper sein.

Wir zeigen nun, daß für eine Primzahlp jedes Element ¯x ∈ Z/pZ, x̄ , 0, inver-
tierbar ist. Istx ∈ Z ein Repräsentant von ¯x, so istx teilerfremd zup. Es gibt also,
nach 1.25,m, n ∈ Z mit 1 = m · x+ n · p. In Z/mZ liest sich diese Gleichung

1̄ = m̄ · x̄.
�

Üblicherweise schreibt manFp für den KörperZ/pZ.

Korollar 2.15 (Kleiner Fermat). Ist p eine Primzahl und a∈ Z, so gilt

ap ≡ a mod p.

Beweis. Ist a durch p teilbar, so gilt die Gleichung offensichtlich. Andernfalls ist
ā , 0 in Z/pZ invertierbar. Die multiplikative Gruppe der Einheiten inZ/pZ hat
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p−1 Elemente. Nach dem Satz von Lagrange teilt die Ordnung von ¯a die Zahlp−1,
also istāp−1 = 1̄ in Z/pZ, mit anderen Wortenap−1 ≡ 1 mod p. Daraus folgt die
Behauptung. �

2.3. Potenzreihen und Polynomringe.Ist R ein Ring, so konstruieren wir den
Ring R[[X]] der Potenzreihen mit Koeffizienten in Rwie folgt. R[[X]] ist zunächst
die Menge aller Abbildungen vonN nachR. Sinda undb Elemente dieser Menge,
so definieren wira+b: N→ Rdurch die Vorschrift (a+b)(n) = a(n)+b(n). Mittels
dieser Addition wirdR[[X]] eine kommutative Gruppe. Als Produkt vona und b
definieren wir die Abbildunga · b: N → R durch (a · b)(n) =

∑

i, j∈N,i+ j=n a(i) · b( j).
R[[X]] ist mit dieser Addition und Multiplikation ein Ring.

Die Definition der Multiplikation inR[[X]] wird verständlicher, wenn man sich
eine Abbildunga: N → R zunächst vorstellt als Folge (a0, a1, . . . ) von Elementen
ausR (ai = a(i)) und dann alsPotenzreihe a0+a1X+a2X2+ . . . . Die Multiplikation
zweier solcher Reihen ist dann gegeben durch

(a0 + a1X + a2X
2 + . . . )(b0 + b1X + b2X

2 + . . . )

= a0b0 + (a0b1 + a1b0)X + (a0b2 + a1b1 + a2b0)X
2 + . . .

Übung2.16. Man zeige, daßa0 + a1X + a2X2 + · · · ∈ R[[X]] eine Einheit ist genau
dann, wenna0 ∈ R eine Einheit ist.

Wir definieren den RingR[X] ⊂ R[[X]] der Polynome in einer Variablen X über
R als die Teilmenge aller Abbildungena: N → R mit a(n) = 0 für fast allen.
Man macht sich leicht klar, daßR[X] stabil unter der Addition und Multiplikation
in R[[X]] ist und dadurch selbst zu einem Ring wird. Wir schreiben von nun an
P(X) = a0 + a1X + a2X2 + · · · + anXn für ein solches Polynom. Ein Polynom der
Form P(X) = a0 nennt mankonstant. Die konstanten Polynome bilden einen zuR
isomorphen Unterring inR[X].

Ist φ : R→ R′ ein Ringhomomorphismus undx ∈ R′ ein Element, das mit jedem
Element ausφ(R) kommutiert, so definiert

evx : R[X] → R′

P(X) = a0 + a1X + · · · + anX
n 7→ P(x) := φ(a0) + φ(a1)x+ · · · + φ(an)x

n

einen Homomorphismus von Ringen (man rechnet das leicht nach!).

Ein Wort der Warnung: IstR kommutativ, so können wir insbesondere (fürφ =

id : R→ R) einem PolynomP(X) = a0+a1X+· · ·+anXn ∈ R[X] die AbbildungR→
R, r 7→ P(r) = a0+a1r+· · ·+anrn zuordnen. Dabei muß jedoch beachtet werden, daß
dabei einem nichttrivialen Polynom durchaus die Nullabbildung zugeordnet werden
kann. Istp eine Primzahl undP(X) = X − Xp ∈ Z/pZ[X], so gilt P(r) = 0 für alle
r ∈ Z/pZ, wie wir in Korollar 2.15 gesehen haben.

Ist R ein Ring, so können wir den Polynomring inmehrerenVariablen induktiv
definieren als

R[X1, . . . ,Xn] = R[X1][X2] . . . [Xn].

2.4. Nullstellen von Polynomen.SeiR ein kommutativer Ring. Dann können wir
für jedes PolynomP(X) = a0+a1X+ · · ·+anXn ∈ R[X] und jedesr ∈ Rdas Element
P(r) = a0 + a1r + · · · + anrn bilden.
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Definition 2.17. Das Elementr ∈ R ist eineNullstellevon P, falls P(r) = 0.

Sei von nun anR= K ein Körper.

Definition 2.18. Ist K ein Körper mit der Eigenschaft, daß jedes nicht konstante
PolynomP ∈ K[X] eine Nullstelle hat, so heißtk algebraisch abgeschlossen.

Wir werden sehen, daß der KörperC der komplexen Zahlen algebraisch abge-
schlossen ist. Im allgemeinen kann man zu einem beliebigen Körperk einen Körper
k̄ finden, derk enthält und algebraisch abgeschlossen ist. Jedoch braucht man hierzu
das Zornsche Lemma.

Der wichtigste Satz dieses Abschnitts ist der folgende.

Satz 2.19(Zerlegung in Linearfaktoren). Ist K ein algebraisch abgeschlossener
Körper und P∈ K[X] nicht das Nullpolynom, so gibt es ein eindeutig bestimmtes
c ∈ K und eindeutig bis auf Reihenfolge bestimmte a1, . . . , an ∈ K mit

P(X) = c · (X − a1) · · · (X − an).

Sei zunächstR ein nullteilerfreier Ring. IstP(X) = a0 + a1X + · · · + anXn ∈ R[X]
und ist an , 0, so definieren wir gradP := n, denGrad von P, und nennenan

denLeitkoeffizientenvon P. Den Grad des Nullpolynoms definieren wir als−∞.
Polynome vom Grad Null sind gerade die Konstanten ausR.

Lemma 2.20. R[X] ist ein nullteilerfreier Ring und es giltgradP · Q = gradP +
gradQ, für P,Q ∈ R[X], beide, 0.

Beweis. Ist P = a0 + a1X + · · · + anXn mit an , 0 undQ = b0 + b1X + · · · + bmXm

mit bm , 0, so istP · Q = a0b0 + · · · + anbmXm+n mit anbm , 0. �

Sei nunK ein Körper.

Proposition 2.21. Sind P,Q ∈ K[X] und Q, 0, so gibt es Polynome D,S ∈ K[X]
mit gradS < gradQ, so daß P= D · Q+ S .

Beweis. Wir wählen ein PolynomD, so daßS := P − DQ kleinstmöglichen Grad
hat. Wäre der Grad vonS größer oder gleichQ, so hätteP− (D + cXgradS−gradQ)Q,
mit passend gewähltemc ∈ K, echt kleineren Grad alsS, was der Wahl vonS
widerspricht. Wir haben also die Existenz vonD,S gezeigt. IstD′,S′ ein weiteres
Paar mit den geforderten Eigenschaften, so ist (D − D′) · Q = S − S′. Der Grad
des Polynoms rechts ist aber echt kleiner als der Grad vonQ und hieraus folgt
D − D′ = 0 und dannS − S′ = 0. �

Korollar 2.22. Ist r ∈ K eine Nullstelle von P∈ K[X], so gibt es ein Polynom
D ∈ K[X] mit P= D · (X − r).

Beweis.Nach obiger Proposition gibt esD,S mit P = D ·(X−r)+S mit gradS = 0.
S ist also eine Konstante und muß sogar Null sein, wie wir durchEinsetzen vonr
erkennen. �

Beweis von Satz 2.19.Wir wählen eine Zerlegung

P(X) = Q(X) · (X − a1) · · · (X − ak)
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mit maximalemk und einem PolynomQ. Dann kann nach Korollar 2.22Q keine
Nullstelle mehr haben. DaK algebraisch abgeschlossen ist, mußQ ein konstantes
Polynom sein,Q(X) = c für eine Einheitx ∈ K. Also gibt es eine Zerlegung der
gewünschten Art. Daß diese eindeutig ist, folgt induktiv nach dem Grad vonP, denn
aus (X − a)P̃(X) = (X − a)Q̃(X) folgt schonP̃(X) = Q̃(X). �

Satz 2.23.Ist P ∈ K[X], P , 0, so ist die Zahl der Nullstellen von P kleiner oder
gleich dem Grad von P.

Beweis. Wir zeigen den Satz mittels Induktion über den Grad vonP. Hat P den
Grad Null, so gibt es gar keine Nullstelle. Sei nunP ∈ K[X], P , 0 und sei die
Aussage bewiesen für alle Polynome vom Grad< gradP. HatP gar keine Nullstel-
le, so müssen wir auch nichts beweisen. Ansonsten seir ∈ K eine Nullstelle von
P. Dann gibt esD ∈ K[X] mit P = D · (X − r) und gradD = gradP − 1. Jede
weitere Nullstelle vonP ist, daK nullteilerfrei ist, auch eine Nullstelle vonD. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es davon höchstens gradP− 1. �

2.5. Primideale und maximale Ideale. Sei R ein kommutativer Ring undI ⊂ R
ein echtes Ideal (alsoI , R).

Definition 2.24. (1) I heißtPrimideal, falls ausa, b ∈ R mit ab ∈ I folgt, daß
a ∈ I oderb ∈ I .

(2) I heißtmaximales Ideal, falls es kein echtes IdealJ ⊂ R gibt mit I ⊂ J ⊂ R
und I , J.

Lemma 2.25.Ein echtes Ideal I⊂ R ist genau dann maximal, wenn R/I ein Körper
ist. Es ist genau dann ein Primideal, wenn R/I ein Integritätsbereich ist.

Beweis.Die kanonische AbbildungR→ R/I ist surjektiv und definiert deshalb eine
Bijektion zwischen den Idealen vonR/I und den Idealen inR, die I enthalten. Ist
R/I ein Körper, so ist folglichI maximal. Ist andererseitsI maximal unda < I , so
ist (I ∪ {a}) = R, es gibt folglichx ∈ I undb ∈ R mit 1 = x+ ab, also giltā · b̄ = 1̄
in R/I undā ist also invertierbar. Also istR/I ein Körper. (x̄ = Bild von x unter der
kanonischen AbbildungR→ R/I ).

Ist I nun ein Primideal unda, b ∈ R mit āb̄ = 0, soab ∈ I und deshalba ∈ I
oderb ∈ I , alsoā = 0 oderb̄ = 0 undR/I ist ein Integritätsbereich. Die Umkehrung
erhält man, indem man die Satzteile des vorigen Satzes geeignet umordnet. �

2.6. Der chinesische Restsatz.SindR1, . . . ,Rn Ringe, so wird das kartesische Pro-
dukt R1 × . . . × Rn mittels komponentenweiser Addition und Multiplikation wieder
zu einem Ring:

(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) = (a1 + b1, . . . , an + bn)

(a1, . . . , an) · (b1, . . . , bn) = (a1 · b1, . . . , an · bn)

Ist R ein Ring und sindI , J ⊂ R Ideale inR, so ist die MengeI + J = {i + j |
i ∈ I , j ∈ J} wieder ein Ideal. Die Menge{i · j | i ∈ I , j ∈ J} ist im allgemeinen
kein Ideal, sogar nicht einmal eine Untergruppe vonR. Deshalb bezeichnen wir mit
I · J = ({i · j | i ∈ I , j ∈ J}) das von allen Produkteni · j erzeugte Ideal. Analog
definieren wir das ProduktI1 · · · In endlich vieler Ideale.
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Übung2.26. Ist Rkommutativ, sindI , J Ideale inRmit I+J = R, so gilt I ·J = I∩J.

Sind I1, . . . , In ⊂ R Ideale, so ist die kanonische Abbildung

φ : R → R/I1 × . . . × R/In

r 7→ (r̄ , . . . , r̄)

natürlich ein Homomorphismus von Ringen.

Satz 2.27(Der chinesische Restsatz). Sei R ein kommutativer Ring, I1, . . . , In ⊂ R
Ideale in R mit der Eigenschaft Ir+ Is = R für alle Paare(r, s) mit r , s. So induziert
die eben definierte Abbildungφ einen Isomorphismus

φ̃ : R/ (I1 ∩ · · · ∩ In)
∼→ R/I1 × . . . × R/In.

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß̃φ, oder, gleichbedeutend,φ surjektiv ist. Sei
ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ R/I1 × . . . × R/In das Element mit der 1 an deri-ten
Stelle. Dann ist (¯r1, . . . , r̄n) = φ(r1)e1 + · · · + φ(rn)en, wobei r1, . . . , rn ∈ R und
r̄ i ∈ R/I i die Restklasse vonr i ist. Es genügt,fi ∈ R zu finden mitφ( fi) = ei, denn
dann istφ(r1 f1 + · · · + rn fn) = (r̄1, . . . , r̄n).

Wir fixieren alsoi. Sei j , i. Nach unserer VoraussetzungI i + I j = R gibt es
Elementea j ∈ I i undb j ∈ I j mit 1 = a j + b j. Wir setzenfi =

∏

j,i b j. Ist φ( fi) =
(c1, . . . , cn), so ist, für j , i, cj = 0, dab j ∈ I j, undci = 1, da fi =

∏

j,i(1− a j) und
a j ∈ I i für alle j , i. Also istφ( fi) = ei.

Offensichtlich ist der Kern vonφ der Durchschnitt über die IdealeI1, . . . , In, also
ist φ̃ injektiv. �

Eine Anwendung:

Satz 2.28(Interpolation durch Polynome, einfache Form). Ist K ein Körper, a1,. . . ,an ∈
K paarweise verschieden und b1,. . . , bn ∈ K, so gibt es ein Polynom P∈ K[X] mit
P(ai) = bi.

Beweis.Nach dem chinesischen Restsatz gibt esP ∈ K[X] mit P̄ = b̄i in K[X]/(X−
ai) für i = 1, . . . , n, denn es ist (X − ai) + (X − a j) = K[X] für i , j. Dies bedeutet
aberP(ai) = bi. �

2.7. Irreduzible und prime Elemente. SeiRein kommutativer Ring.

Definition 2.29. Ein Elementa ∈ Rheißtirreduzibel, wenn es nicht invertierbar ist,
und wenn aus einer Darstellunga = bc mit b, c ∈ R folgt, daß entwederb oderc
invertierbar sind.

Beispiele2.30. (1) Ein Elementa ∈ Z ist genau dann irreduzibel, wenna oder
−a eine Primzahl ist.

(2) Das PolynomX2 + 1 ist irreduzibel inR[X], aber reduzibel inC[X] und
F2[X].

Definition 2.31. SeiRein Integritätsbereich. Ein Elementp ∈ Rheißtprim, falls es
nicht Null ist und keine Einheit, und wenn ausp | ab mit a, b ∈ R folgt p | a oder
p | b.
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Beispiel2.32. Ein Elementa ∈ Z ist genau dann prim, wenna oder−a eine Prim-
zahl ist, also genau dann, wenna irreduzibel ist. (Hier rächt sich, daß wir gefordert
haben, eine Primzahl inZ sei positiv.)

Ist p prim, so istp irreduzibel, denn wärep = ab, so folgt entwederp | a, also
a = cp und damitp = p(cb) undb wäre eine Einheit, oderp | b unda wäre eine
Einheit. Aber irreduzible Elemente müssen nicht prim sein.

Beispiel2.33. In Z[i
√

5] = {a+ i
√

5b ∈ C | a, b ∈ Z} ist das Element 2 irreduzibel,
aber nicht prim, denn 2| 6 = (1+ i

√
5)(1− i

√
5), aber 2∤ 1± i

√
5.

2.8. Faktorielle Ringe.

Definition 2.34. Ein RingR heißtfaktoriell, wennR ein Integritätsbereich ist und
jedesa ∈ R, a , 0 sich als Produkta = up1 · · · pn von irreduziblen Elementen
p1, . . . , pn ∈ R und einer Einheitu ∈ R× schreiben läßt und diese Darstellung ein-
deutig bis auf Reihenfolge und Einheiten ist.

“Eindeutigkeit bis auf Reihenfolge und Einheiten” soll folgendes bedeuten: Sind
a = up1 · · · pn = vq1 · · ·qm zwei Darstellungen mit irreduziblen Elementenp1,. . . ,pn,
q1,. . . ,qm ∈ R und Einheitenu, v ∈ R×, so gilt m = n und es gibt eine Permutation
σ ∈ Sn und Einheitenu1, . . . , un mit pi = uiqσ(i).

Beispiel2.35. Z ist ein faktorieller Ring: Die irreduziblen Elemente inZ sind ge-
rade die Primzahlen und negativen Primzahlen. Istn ∈ Z, n , 0, so läßt sichn
schreiben in der Formn = (±1)p1 · · · pn mit Primzahlenp1, . . . , pn ∈ P nach 1.27.
Diese Darstellung ist eindeutig bis auf Reihenfolge derpi und wir erhalten offenbar
jede weitere Darstellung als Produkt irreduzibler Elemente, indem wir eine gerade
Anzahl von−-Zeichen auf diepi verteilen.

Lemma 2.36. Ist R faktoriell, so ist jedes irreduzible Element prim.

Beweis.Das folgt direkt aus der Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Fakto-
ren. �

2.9. Hauptidealringe.

Definition 2.37. Ein IntegritätsbereichR heißtHauptidealring, falls jedes Ideal in
R ein Hauptideal ist, also von einem Element erzeugt ist. In Formeln: IstI ⊂ R ein
Ideal, so gibt esa ∈ I mit I = (a).

Lemma 2.38. In einem Hauptidealring ist jedes irreduzible Element prim.

Beweis.SeiR ein Hauptidealring undp ∈ R irreduzibel. Seiena, b ∈ R mit p | ab.
Wir müssen zeigen, daßp entwedera oderb teilt. Fallsp kein Teiler vona ist, liegt
a nicht in (p). Sei (d) = (a, p) das vona undp erzeugte Ideal. Dann gibt esr ∈ Rmit
dr = p. Da p irreduzibel ist, ist entwederd oderr eine Einheit, d.h. es gilt entweder
(d) = R oder (d) = (p). Der zweite Fall würdea < (p) widersprechen, also gilt
(d) = R. Es gibt alsor, s∈ Rmit 1 = ra+ sp, alsob = bra+bsp. Nun teilt p sowohl
rba als auchbsp, also auch deren Summeb. �
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2.10. Euklidische Ringe.

Definition 2.39. Ein euklidischer Ringist ein IntegritätsbereichR, für den eine Ab-
bildungd : R \ {0} → N existiert mit der folgenden Eigenschaft: Für allea, b ∈ R
mit a , 0 gibt esc, r ∈ R mit b = ca+ r undr = 0 oderd(r) < d(a).

Beispiele2.40. (1) Z mit dem Absolutbetrag| · |.
(2) Der PolynomringK[x] über einem KörperK mit der Gradabbildung grad .
(3) Der Ring derGaußschen ZahlenZ[i] = {a + bi ∈ C | a, b ∈ Z} mit der

Abbildungd(a+ ib) = a2 + b2.

Satz 2.41. (1) Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.
(2) Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Beweis.SeiRein euklidischer Ring,I ⊂ Rein Ideal. Wir wollen zeigen, daß es ein
a ∈ R gibt mit I = (a). Ist I = {0}, dann istI = (0). Ansonsten seia ∈ I , a , 0 ein
Element mitd(a) minimal. Dann gilt sicherlich (a) ⊂ I . Ist b ∈ I , so gibt esc, r ∈ R
mit b = ca+ r. Dann ist auchr ∈ I und wegen der Minimalität vond(a) mußr = 0
gelten, alsob = ca und damitI = (a). Damit ist (1) gezeigt.

Sei nunR ein Hauptidealring, unda ∈ R, a , 0. Angenommen, es gäbe keine
Zerlegung vona in ein Produkt aus einer Einheit und Irreduziblen (im Folgenden
kurz “Zerlegung” genannt). Dann ista nicht irreduzibel, läßt sich also schreiben
a = a1b1, wobeia1 undb1 keine Einheiten sind. Zerlegungen vona1 undb1 würden
eine Zerlegung vona ergeben, wir können also annehmen,a1 habe ebenfalls keine
Zerlegung. Wir fahren fort und erhalten Elementea2, a3, a4, . . . mit ai+1 | ai, die alle
keine Zerlegung besitzen. Dies ergibt eine Kette

(a) ⊂ (a1) ⊂ (a2) ⊂ (a3) ⊂

von Idealen inR, deren Vereinigung wieder ein Ideal inR ist, also von der Form
(h) für ein h ∈ R. h muß aber in irgendeinem (ai) enthalten sein, und es folgt (ai) =
(ai+1) = (ai+2) = . . . . Insbesondere unterscheiden sichai+1 und ai nur um eine
Einheit, was unserer Konstruktion widerspricht. Es gibt also eine Zerlegung vona
in eine Einheit und Irreduzible.

Zur Eindeutigkeit der Zerlegung: Seiena = up1 · · · pn = vq1 · · ·qm zwei Zer-
legungen. Nach . . . ist jedes irreduzible Element inR prim. Da p1 das Produkt
vq1 · · ·qm und damit auchq1 · · ·qm teilt, mußp1 einen der Faktoren teilen, und nach
Umsortieren können wir annehmenp1 teileq1. Daq1 irreduzibel ist, giltq1 = p1u1

mit einer Einheitu1 ∈ R×. Durch Kürzen (R ist ein Integritätsbereich!) erhalten
wir die Gleichungup2p3 · · · pn = v′q2 · · ·qm. Jetzt können wir die Argumentation
wiederholen und erhalten induktiv die Eindeutigkeit der Zerlegung. �

Proposition 2.42.Der Polynomring K[X] ist ein euklidischer Ring, also ein Haupt-
idealring und faktoriell.

Beweis. Die Gradabbildung grad :K[X] \ {0} → N erfüllt die Voraussetzungen in
der Definition eines euklidischen Rings nach 2.21. �

2.11. Der Quotientenkörper. SeiRein Integritätsbereich. Wir betrachten die Men-
ge X = {(a, b) | a, b ∈ R, b , 0} und aufX die Äquivalenzrelation (a, b) ∼ (a′, b′)
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genau dann, wennab′ = ba′ (dies ist eineÄquivalenzrelation, wennR ein Inte-
gritätsbereich ist!). Wenn wir uns (a, b) als Brucha

b geschrieben vorstellen, ist dies
genau dieÄquivalenzrelation von Brüchen:

a
b
=

a′

b′
⇔ ab′ = a′b.

Insbesondere darf man Kürzen: Es ist (ad, bd) ∼ (a, b) für alle d , 0! Von nun an
bezeichnen wir intuitiv diëAhnlichkeitsklasse von (a, b) mit Symbol a

b.

Wir wollen auf der Menge der Klassen Quot (R) := X/ ∼ eine Ringstruktur defi-
nieren und lassen uns von der Vorstellung an Brüche leiten.Wir definieren also

a
b
+

a′

b′
=

ab′ + a′b
bb′

a
b
· a
′

b′
=

aa′

bb′
.

Die Addition wird verständlich, wenn man die Brüche “auf Hauptnenner bringt”.
Unsere Definition lautet dann nämlichab′

bb′ +
a′b
bb′ =

ab′+a′b
bb′ .

Unsere Verknüpfungen sind wohldefiniert aufÄquivalenzklassen, denn ist bei-
spielsweisea′

b′ =
a′′

b′′ , alsoa′b′′ = b′a′′, so ist
(

ab′′ + a′′b
)

bb′ = abb′b′′ + a′′b′b2

= abb′b′′ + a′b′′b2

= (ab′ + a′b)bb′′,

also ab′′+a′′b
bb′′ = ab′+a′b

bb′ . Man rechnet auch leicht nach, daß beide Verknüpfungen as-
soziativ sind. Außerdem ist die Multiplikation offensichtlich kommutativ.

Quot (R) ist mit dieser Addition eine abelsche Gruppe, mit neutralem Element
0
1 und zu a

b Inversem−a
b . Das bzgl. der Multiplikation neutrale Element ist1

1, und
schließlich gelten auch die Distributivgesetze, denn

(

a
b
+

a′

b′

)

· c
d
=

ab′ + a′b
bb′

· c
d

=
ab′c+ a′bc

bb′d

=
ab′cd+ a′bcd

bb′d2

=
ac
bd
· a′c

b′d

=
a
d

c
d
+

a′

b′
c
d
.

Damit wird Quot (R) ein kommutativer Ring. Aber Quot (R) ist sogar ein Körper,
denn istab, a, b , 0, so ista

b ·
b
a =

ab
ab =

1
1.

Definition 2.43. Wir nennen den so aus dem IntegritätsbereichR konstruierten
Körper Quot (R) denQuotientenkörpervonR.

Die Abbildung can:R→ Quot (R), r 7→ r
1, ist ein Homomorphismus von Ringen.

Satz 2.44(Die universelle Eigenschaft des Quotientenkörpers). Seiφ : R→ R′ ein
Ringhomomorphismus mit der Eigenschaft, daßφ(r) ∈ R′ eine Einheit ist für alle
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r , 0 (alsoφ(R\ 0) ⊂ (R′)×). Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Homomor-
phismusφ̃ : Quot (R)→ R′ von Ringen, so daß das Diagramm

R
φ

//

can ##HHHHHHHHH R′

Quot (R)
φ̃

::vvvvvvvvv

kommutiert.

Beweis. Sind a, b ∈ R mit b , 0 so definieren wir̂φ(a
b) = φ(a) · φ−1(b). Diese

Abbildung ist konstant auf den̈Ahnlichkeitsklassen, induziert also eine Abbildung
φ̃ : Quot (R) → R′. Man rechnet leicht nach, daß̃φ ein Homomorphismus von Rin-
gen ist, und man macht sich schnell klar, daßφ̃ der einzige Homomorphismus ist,
der obiges Diagramm zum Kommutieren bringt. �

Ist K ein Körper, so bezeichnen wir den Quotientenkörper vonK[X] mit K(X).

Übung2.45. Bestimmen Sie den QuotientenkörperK((X)) von K[[X]].

2.12. Primfaktorzerlegung in Polynomringen.

Definition 2.46. SeiR ein faktorieller Ring. Dann heißt ein PolynomP(X) = a0 +

a1X+ · · ·+ anXn ∈ R[X] primitiv, wenn es kein irreduzibles Elementb ∈ Rgibt, das
alle ai teilt, wenn es also keinb ∈ R gibt mit b | P(X) (wir fassen hierR⊂ R[X] als
den Unterring der konstanten Polynome auf!).

Lemma von Gauß 2.47.Ist R faktoriell und P,Q ∈ R[X] primitiv, so ist auch
P · Q ∈ R[X] primitiv.

Beweis.Wir benötigen ein Lemma.

Lemma 2.48. In einem Integritätsbereich R ist ein Element p genau dann prim,
wenn R/(p) ebenfalls ein Integritätsbereich ist.

Beweis. R/(p) ist ein Integritätsbereich wenn für allea, b ∈ Rausā· b̄ = 0 entweder
ā = 0 oderb̄ = 0 folgt. Dies ist genau dann der Fall, wenn ausp | ab folgt p | a oder
p | b. Dies ist die Definition eines primen Elementsp. �

Wir beweisen nun das Lemma von Gauß. SindP,Q ∈ R[X] Polynome undP · Q
nicht primitiv, so gibt es ein irreduzibles (=primes) Elementp ∈ R mit p | P · Q,
alsoP · Q = 0 in R/(p). Nun ist nach obigem LemmaR/(p) ein Integritätsbereich
und nach Lemma 2.20 ist auchR/(p)[X] nullteilerfrei. Also ist P̄ = 0 oderQ̄ = 0,
alsop | P oderp | Q und damitP oderQ nicht primitiv. �

Wir haben schon gesehen, daß der RingK[X] der Polynome über einem KörperK
euklidisch, also insbesondere faktoriell ist. Der nächste Satz verallgemeinert diese
Aussage.

Satz 2.49.Der Polynomring R[X] über einem faktoriellen Ring R ist wieder fakto-
riell.

Insbesondere sind also die RingeZ[X1, . . . ,Xn] und K[X1, . . . ,Xn] faktoriell.
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Beweis.SeiP ∈ R[X]. Dann können wirP auch auffassen als Polynom in Quot (R)[X].
Da Quot (R)[X] ein faktorieller Ring ist, gibt es eine ZerlegungP(X) = Q̃1(X) · · · Q̃n(X)
mit irreduziblen PolynomeñQ1(X),. . . , Q̃n(X). “Multiplikation mit dem Hauptnen-
ner” und anschließendem “Teilen durch den größten gemeinsamen Faktor” liefert
uns eine ZerlegungP(X) = cQ1(X) · · ·Qn(X) mit primitivenPolynomenQ1(X), . . . ,Qn(X)
und einem Elementc ∈ Quot (R). Nach dem Lemma von Gauß istQ1(X) · · ·Qn(X)
primitiv und wir schließenc ∈ R. DaR faktoriell ist, gibt es eine Einheitu ∈ R× und
irreduzible Elementep1, . . . , pm ∈ R mit c = up1 · · · pm. Wir erhalten

P(X) = up1 · · · pmQ1(X) · · ·Qn(X).

Man macht sich leicht klar, daßp1, . . . , pm,Q1(X), . . . ,Qn(X) ∈ R[X] irreduzibel
sind. Es gibt also eine Zerlegung vonP in Einheit und Irreduzible. Wir haben übri-
gens auch gezeigt, daß ein nicht-konstantes PolynomQ(X) ∈ R[X] irreduzibel ist
genau dann, wenn es primitiv und in Quot (R)[X] irreduzibel ist.

Wir müssen noch zeigen, daß diese Zerlegung bis auf Reihenfolge und Einheiten
eindeutig ist. Ist

P(X) = u′p′1 · · · p′m′Q′1(X) · · ·Q′n′(X)
eine weitere Zerlegung der gewünschten Art mit nicht konstanten PolynomenQ′i (X),
so sind dieQ′i (X) irreduzibel in Quot (R)[X]. Da Quot (R)[X] faktoriell ist, gilt also
n = n′ und es gibtσ ∈ Sn und Einheitenqi ∈ Quot (R) mit Qi(X) = qiQ′σ(i)(X).
Da nunQi und Q′i primitiv sind, folgt qi ∈ R×. Schließlich müssenup1 · · · pm und
u′p′1 · p′m bis auf eine Einheit inR× übereinstimmen und wir schließen den Beweis
mit der Bemerkung, daßR faktoriell ist.

�

Wir haben eben auch folgendes bewiesen:

Satz 2.50.Ist R ein faktorieller Ring, so ist P∈ R[X] genau dann irreduzibel, wenn
entweder

(1) P ein konstantes Polynom und irreduzibel als Element in R ist, oder
(2) P ein primitives Polynom und irreduzibel inQuot (R)[X] ist.

2.13. Das Eisensteinkriterium.

Satz 2.51(Eisensteinkriterium). Ist P(X) = anXn + · · · + a1X + a0 ∈ Z[X] und ist p
ein Primzahl mit p∤ an, p | an−1, . . . , p | a0 und p2 ∤ a0, dann ist P irreduzibel in
Q[X].

Beweis.Wir nehmen unter den Voraussetzungen des Satzes das Gegenteil an, nämlich
daßP(X) reduzibel ist inQ[X]. Wir können sogar annehmen,P ∈ Z[X] sei primitiv.
Dann ist nach Satz 2.50P sogar reduzibel inZ[X], alsoP = Q · R mit Q,R ∈ Z[X]
von positivem Grad. Die natürliche AbbildungZ → Fp induziert eine Abbildung
Z[X] → Fp[X], F 7→ F̄, die man dasReduzieren modulo pnennt. Dies ist ein Ring-
homomorphismus und wir erhalten̄P = Q̄ · R̄. Nach unseren Voraussetzungen ist
P̄ = ānXn, alsoQ̄ = cXq und R̄ = dXr mit c, d ∈ Fp, c, d , 0 undq, r ≥ 0. Es
gilt sogarq, r > 0, denn ausr = 0 würdeq = n folgen, also wäreR ein konstantes
Polynom, was ja nicht der Fall ist. Es ist alsoq, r > 0, also sind die konstanten
Terme vonQ,R durchp teilbar, also ist der konstante Term vonP durchp2 teilbar,
was unserer Voraussetzung widerspricht. �
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2.14. Kreisteilungspolynome.

Definition 2.52. Sei n ∈ N. Ein ζ ∈ C mit ζn = 1 heißt(komplexe) n-te Einheits-
wurzel.

Einen-te Einheitswurzel ist also nichts anderes als eine Nullstelle des Polynoms
Xn − 1 ∈ C[X].

Das Produkt zweiern-ten Einheitswurzeln, sowie das multiplikativ inverse einer
n-ten Einheitswurzel ist wieder einen-te Einheitswurzel, also bilden dien-ten Ein-
heitswurzeln eine Untergruppe der multiplikativen GruppeC×. Aus der Analysis
sollte bekannt sein, daß die Menge dern-ten Einheitswurzeln gerade{e2πik/n | k =
0, . . . , n−1} ist. Es gibt also genaun n-te Einheitswurzeln und die Gruppe dern-ten
Einheitswurzeln ist zyklisch, also isomorph zuZ/nZ.

Wir erhalten die Identität

Xn − 1 =
∏

ζn=1

(X − ζ) =
n

∏

k=1

(X − e2πik/n).

Wir können dien-ten Einheitswurzeln nun nach ihrer Ordnung in Klassen einteilen
und definieren fürd ≥ 1

Φd(X) =
∏

ordζ=d

(X − ζ).

(Anmerkung: Hier bezeichnet ordζ die Ordnung vonζ). Dann gilt also

Xn − 1 =
∏

d|n
Φd(X).

Beispiele2.53. Es istΦ1(X) = X−1,φ2(X) = X+1,φ3(X) = (X−e2πi/3)(X−e2πi·2/3) =
X2 − (e2πi·/3 + e2πi·2/3)X + 1. Aus X3 − 1 = Φ1(X)Φ3(X) = (X − 1)(X2 − (e2πi·/3 +

e2πi·2/3)X + 1) erhalten wire2πi·/3 + e2πi·2/3 = 1, alsoΦ3(X) = X2 + X + 1.

Ist n = 4, so sindζ = i und ζ = −i die einzigen Einheitswurzeln der Ordnung
4 undζ = −1 die einzige Einheitswurzel der Ordnung 2. Es ist alsoΦ4(X) = (X +
i)(X + 1) = X2 + 1 undΦ2(X) = X + 1. Tatsächlich ist

X4 − 1 = Φ4Φ2Φ1 = (X2 + 1)(X + 1)(X − 1).

Übung2.54. Man zeigeΦ9(X) = X6 + X3 + 1.

Ganz allgemein giltXn − 1 = (X − 1)(Xn−1 + Xn−2 + · · · + 1), und damitΦp(X) =
Xp−1 + Xp−2 + · · · + 1 für eine Primzahlp. InsbesondereΦp ∈ Z[X].

Lemma 2.55.Für alle d≥ 1 hatΦd ganze Koeffizienten:Φd ∈ Z[X].

Beweis. Per Induktion nachd. Für d = 1 haben wir das schon gesehen. Sei das
Lemma also bewiesen für alled′ mit d′ < d. Dann istXd − 1 = P(X)Φd(X) mit
einem PolynomP(X) = a0 + · · · + as−1Xs−1 + Xs ∈ Z[X] mit Leitkoeffizient 1, und
per absteigender Induktion über den Exponenten erkennen wir, daß jeder Koeffizient
in Φd(X) eine ganze Zahl ist. �

Lemma 2.56. Sei p eine Primzahl. Dann ist das p-te KreisteilungspolynomΦp ∈
Q[X] irreduzibel.
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Beweis.Die GleichungXp − 1 = (X− 1)Φp(X) liest sich nach Reduktion modulop

(X − 1̄)p = Xp − 1̄ = (X − 1̄)Φ̄p(X).

Also ist Φ̄p(X) = (X − 1̄)p−1. Substituieren wirX = Y + 1, so istΦ̄p(Y + 1) = Yp−1.
Der konstante Koeffizient vonΦp(Y + 1) = (Y + 1)p−1 + · · · + (Y + 1) + 1 ist= p,
während alle anderen bis auf den Leitkoeffizienten durchp teilbar sind, wie wir
eben hergeleitet haben. Nach dem Eisensteinkriterium istΦp irreduzibel inQ[X]. �

3. K̈

SeiL ein Körper. Ein TeilringK ⊂ L, der selbst ein Körper ist, heißtUnterkörper
von L. Natürlich ist der Durchschnitt zweier Unterkörper wieder ein Unterkörper.
Es gibt also einen kleinsten UnterkörperP ⊂ L, der derPrimkörpervon L genannt
wird.

Satz 3.1.Der PrimkörperP von L ist entweder isomorph zuQ oder zuFp für eine
Primzahl p.

Anmerkung3.2. DaQ unendlich viele undFp genaup Elemente hat, sind die Körper
Q, F2, F3, F5, . . . paarweise nicht isomorph.

Beweis. Sei φ : Z → L der Homomorphismus von Ringen mitφ(n) = n · 1. Wir
unterscheiden zwei Fälle.

Erstens:φ ist injektiv. Dann gibt es nach der universellen Eigenschaft des Quo-
tientenkörpers einen injektiven Ringhomomorphismusφ̃ : Q = Quot (Z) → L. Da
jeder Unterkörper vonL das Bild vonφ enthalten muß, muß jeder Unterkörper auch
das Bild vonφ̃ enthalten, also haben wir den PrimkörperP vonL mitQ identifiziert.

Zweitens:φ ist nicht injektiv. Dann ist kerφ = mZ für einm ∈ Z und wir erhalten
wegen der universellen Eigenschaft des Faktorrings einen injektiven Ringhomomor-
phismusφ̃ : Z/mZ → L. Da L nullteilerfrei ist, muß, nach Proposition 2.14,m eine
Primzahl sein. Folglich haben wir eine Einbettungφ̃ : Fp→ L konstruiert. Wie oben
erkennt man, daß jeder Unterkörper vonL das Bild vonφ̃ enthalten muß. Folglich
haben wir den PrimkörperP von L mit Fp identifiziert. �

Definition 3.3. Man sagt, der KörperL habeCharakteristik Null, falls P � Q, und
Charakteristik p, falls P � Fp. Man schreibt charL = 0 im ersten und charL = p
im zweiten Fall.

Bemerkung3.4. Es gilt ker(φ : Z→ L) = charL·Z und dadurch ist die Zahl charL ∈
Z≥0 auch eindeutig bestimmt.

3.1. Körpererweiterungen.

Definition 3.5. SeiL ein Körper undK ein Unterkörper. Das PaarK ⊂ L nennt man
eineKörpererweiterung.

Eine KörpererweiterungK ⊂ L wird oft auch mit dem SymbolL/K bezeichnet.
Man nenntK dann auch denGrundkörperundL denErweiterungskörper.

Seiena1, a2,. . . , an Elemente ausL. Der Durchschnitt aller Teilringe vonL, die
sowohlK als auch die Menge{a1, . . . , an} enthalten, ist wieder ein Teilring und wird
mit K[a1, . . . , an] ⊂ L bezeichnet. Er wird auch dervon{a1, . . . , an} über K erzeugte
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Teilring genannt. Analog ist der Durchschnitt aller Unterkörper von L, die sowohl
K als auch{a1, . . . , an} enthalten, wieder ein Unterkörper und wird mitK(a1, . . . , an)
bezeichnet. Er wird auch dervon{a1, . . . , an} über K erzeugte Unterkörpergenannt.

Übung3.6. K[a1, . . . , an] = {P(a1, . . . , an) | P ∈ K[X1, . . . ,Xn]}, K(a1, . . . , an) =
{ P(a1,...,an)

Q(a1,...,an) | P,Q ∈ K[X1, . . . ,Xn],Q(a1, . . . , an) , 0}.

Übung3.7. Man zeigeR[i] = R(i) = C undQ[
√

2] = Q(
√

2) ⊂ R.

SeiK ⊂ L eine Körpererweiterung.

Definition 3.8. Gibt es ein Elementa ∈ L mit L = K(a), so heißt die Körpererwei-
terungprimitv unda ein primitives Element.

Die abelsche GruppeL zusammen mit der Multiplikation von Elementen ausK
definiert aufL die Struktur einesK-Vektorraums. Wir bezeichnen mit [L : K] =
dimK L ∈ N ∪ {∞} seine Dimension. [L : K] wird auch derGrad der Körperweite-
rungK ⊂ L genannt. Im FallL = K(a) für eina ∈ L heißt [K(a) : K] auch derGrad
von a. Eineendliche Körperweiterungist eine Körpererweiterung von endlichem
Grad. Eine Körpererweiterung vom Grad 2 heißtquadratische Körpererweiterung.

Beispiele3.9. Es ist [C : R] = 2, [R : Q] = ∞, [Q(
√

2) : Q] = 2.

Definition 3.10. Ein Elementa ∈ L heißtalgebraisch über K, falls es ein Polynom
P ∈ K[X] gibt mit P , 0 undP(a) = 0. Andernfalls heißta transzendent über K.

Beispiele3.11. Wir werden sehen, daß jede komplexe Zahl algebraisch ist überR,
aber nicht unbedingt überQ. Beispielsweise istπ nicht algebraisch überQ, wie der
Freiburger Mathematiker Ferdinand von Lindemann beweisenkonnte. Daraus folgt
übrigens die Unmöglichkeit derQuadratur des Kreises.

SeiP ∈ K[X] ein irreduzibles Polynom. DaK[X] ein Hauptidealring ist, ist (P) ⊂
K[X] ein maximales Ideal, also istK[X]/(P) ein Körper, derK enthält.

Definition 3.12. Ein PolynomP ∈ K[X] heißtnormiert, wenn sein Leitkoeffizient
1 ist.

Satz 3.13.Sei K ⊂ L eine Körpererweiterung und a∈ L. Wir betrachten nun die
primitive Körpererweiterung K⊂ K(a).

(1) Ist a algebraisch über K, so gibt es ein eindeutig bestimmtes normiertes
Polynom P∈ K[X], so daß K(a) � K[X]/(P). P ist irreduzibel und heißt
dasMinimalpolynomvon a über K. Es istdegP = [K(a) : K].

(2) Ist a transzendent über K, so ist K(a) � K(X).

Beispiele3.14. P(X) = X2 + 1 ist das Minimalpolynom voni ∈ C und−i ∈ C über
R oderQ. P(X) = X2 − 2 ist das Minimalpolynom von

√
2 überQ.

Beweis. Sei φ : K[X] → K(a) das “Einsetzen vona”, also φ(Q) = Q(a). Es ist
im φ = K[a]. Sei I = kerφ. Wir erhalten einen IsomorphismusK[X]/I � K[a] von
Ringen.

a ist transzendent genau dann, wennI = 0. In diesem Fall haben wir also einen
IsomorphismusK[X] � K[a], und aus der universellen Eigenschaft des Quotien-
tenkörpers folgern wir einen IsomorphismusK(X) � K(a).



ALGEBRA 37

a ist algebraisch genau dann, wennI , 0. In diesem Fall seiP ∈ K[X] das nor-
mierte Polynom kleinsten Grades inI . Dann istI = (P) undP eindeutig bestimmt.I
ist ein Primideal, daK[a] ein Integritätsbereich ist, also istP ein irreduzibles Poly-
nom. Dann istK[X]/I sogar ein Körper. Also istK[a] schon ein Körper und damit
K[X]/I � K[a] = K(a). Diese Identifikationen halten den GrundkörperK offen-
bar fest, also ist [K(a) : K] = dimK K(a) = dimK K[X]/I = degP (letzteres, da
1,X,X2, . . . ,XdegP−1 eine Basis vonK[X]/(P) überK ist). �

Da [K(X) : K] = ∞ (1, X, X2, . . . sind linear unabhängig) folgern wir, daßa ∈ L
algebraisch ist überK genau dann, wenn [K(a) : K] endlich ist.

Satz 3.15.Seien K⊂ L und L⊂ M Körpererweiterungen. Dann gilt

[M : L] · [L : K] = [M : K],

wobei wir a· ∞ = ∞ · a = ∞ für alle a ∈ N ∪∞ setzen.

Beweis. Sei (l i)i∈I eine Basis vonL überK, (mj) j∈J eine Basis vonM überL. So
ist (l imj)(i, j)∈I×J eine Basis vonM über K. Denn istx ∈ M, so gibt es eindeutig
bestimmteai ∈ L mit

x =
∑

j∈J
a jmj ,

und dann, für jedesj, eindeutig bestimmtebi, j ∈ K mit

a j =
∑

i∈I
bi, j l i .

Also ist
x =

∑

i, j

bi, j l imj.

�

Bemerkung3.16. Ist [L : K] endlich unda ∈ L, so istK ⊂ K(a) ⊂ L und nach
dem Satz ist [K(a) : K] ein Teiler von [L : K]. Also ist der Grad jedes überK
algebraischen Elements ausL ein Teiler von [L : K].

3.2. Algebraische Körpererweiterungen.

Definition 3.17. Eine KörpererweiterungK ⊂ L heißt algebraisch, wenn jedes
Elementa ∈ L algebraisch ist überK.

Satz 3.18.Sei K⊂ L eine Körpererweiterung. Dann sind äquivalent:

(1) K ⊂ L ist endlich.
(2) K ⊂ L ist algebraisch und endlich erzeugt.
(3) K ⊂ L wird von endlich vielen über K algebraischen Elementen erzeugt.

Beweis. Ist K ⊂ L endlich, so sicherlich endlich erzeugt und für allea ∈ L ist
[K(a) : K] endlich, also ist jedesa ∈ L algebraisch überK undK ⊂ L algebraisch.
Also folgt (2) aus (1)

Die Implikation (2) nach (3) ist klar.

Wir zeigen nun, daß (1) aus (3) folgt. Wir nehmen an, daßL überK von den über
K algebraischen Elementena1, . . . , an erzeugt wird. Dann istL = K(a1, . . . , an)
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endlich überK(a1, . . . , an−1), K(a1, . . . , an−1) endlich überK(a1, . . . , an−2),. . . , und
K(a1) endlich überK. Nach Satz 3.15 istL endlich überK. �

Korollar 3.19. Sei K⊂ L eine Körperweiterung. Die Menge aller Elemente a∈ L,
die algebraisch sind über K, bilden einen Unterkörper vonL

Beweis. Sind a, b ∈ L algebraisch überK, so istK(a, b) endlich überK, also ist
jedes Element inK(a, b) algebraisch überK, insbesondere alsoa + b, −a unda−1.
Folglich bilden die überK algebraischen Elemente einen Unterkörper vonL. �

Korollar 3.20. Sind K⊂ L und L⊂ M Körpererweiterungen, so ist M algebraisch
über K genau dann, wenn M algebraisch über L und L algebraisch über K ist.

Beweis. Ist M algebraisch überK, so ist sicherlich auchL algebraisch überK.
Außerdem ist jedes Element ausM algebraisch überK, insbesondere also auch über
L, damit istM algebraisch überL. Wir haben also die eine Implikation gezeigt.

Wir nehmen nun an,M sei algebraisch überL undL sei algebraisch überK. Sei
x ∈ M undP das Minimalpolynom vona überL. SeiK′ die von den Koeffizienten
von P erzeugte Erweiterung vonK. Nach Satz 3.18 istK′ endlich überK (erzeugt
von endlich vielen algebraischen Elementen). Daa algebraisch ist überK′, ist K′(a)
endlich überK′, also mussK′(a) auch endlich überK sein. Also ista algebraisch
sogar überK. �

3.3. Mit Zirkel und Lineal konstruierbare Zahlen. SeiE ⊂ C eine Menge. Eine
Teilmenge vonC heißtaus E konstruierbare Figur, falls sie entweder eine Gerade
durch zwei Punkte vonE ist, oder ein Kreis, dessen Mittelpunkt inE liegt und des-
sen Radius der Abstand zweier Punkte inE ist. SeiK(E) ⊂ C die Vereinigung vonE
mit allen Schnittpunkten zweier verschiedener ausE konstruierbaren Figuren. Wir
können diese Konstruktion iterieren undK2(E) = K(K(E)), K3(E) = K(K2(E)),
. . . bilden.

Wir bezeichnen mitK =
⋃

n∈N Kn({0, 1}) ⊂ C die Menge dermit Zirkel und Lineal
konstruierbaren Zahlen. Sie ist offenbar abzählbar unendlich.

Sei Q ⊂ C der kleinste Unterkörper vonC, der mit jedem Element auch seine
Quadratwurzeln enthält, für den also gilt: Istx ∈ C undx2 ∈ Q, so ist auchx ∈ Q.

Satz 3.21.Es ist K= Q.

Beweis. Wir zeigenQ ⊂ K. Dazu müssen wir zeigen, daßK ⊂ C ein Unterkörper
ist, der mit jedem Element auch seine Quadratwurzeln enthält. Sicherlich bildetK
eine Untergruppe der additiven Gruppe der komplexen Zahlen:

0

z′

z−z

z+ z′

b bb

b b
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Wir wollen nun zeigen, daß mitzundz′ auchzz′ in K liegt. Sicherlich ist|z|, |z′| ∈
K. Aus der folgenden Figur wird ersichtlich, daß auch|z| · |z′| ∈ K:

0 1

|z|

|z′|

|z| · |z′|

Wir schreiben nunz = |z| · eiφ, z′ = |z′| · eiφ′ . Winkel lassen sich mit Zirkel und
Lineal addieren:

b

b

b

b

Tragen wir auf der Geraden durch 0 undei(φ+φ′) die Länge|z| · |z′| ab, haben wir also
zz′ konstruiert.

Um zu zeigen, daßK ⊂ C ein Unterkörper ist, müssen wir nur noch zeigen,
daß mitz auchz−1 in K liegt. Natürlich können wir mit einem Winkel auch sein
negatives konstruieren, und es reicht zu zeigen, daß mitr ∈ R∩K ⊂ C auchr−1 ∈ K
liegt. Das erkennt man anhand folgender Konstruktion:

0 1

r−1

r

1

Schließlich müssen wir zeigen, daß mitz auch seine Quadratwurzeln±
√

z in
K liegen. Man erkennt leicht, daß mit einem Winkel auch der halbe Winkel kon-
struierbar ist. Es genügt also zu zeigen, daß mitr ∈ R ∩ K auch seine positive
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Quadratwurzel
√

r in K liegt. Wir nehmen ohne Einschränkung an, daßr/2 > 1,
und betrachten folgende Konstruktion:

10

r/2

r/2

x

Nach dem Satz von Pythagoras istx2−1 = (r/2)2−(r/2−1)2, alsox2 = 1−r−1 = r,
alsox =

√
r.

Also ist Q ⊂ K. Wir müssen nochK ⊂ Q zeigen. Dazu reicht es zu zeigen,
daßQ “stabil ist unter elementaren Konstruktionen”, in FormelnK(Q) = Q. Es ist
Q = Q = {z ∈ C | z ∈ Q}, denn auch der KörperQ ist stabil unter dem Bilden
von Quadratwurzeln. Also istz = x + iy (mit x, y ∈ R) in Q genau dann, wenn
x, y ∈ Q. Nun werden die mit Zirkel und Lineal ausQ konstruierbaren Figuren
durch Gleichungen (x − a)2 + (y − b)2 = c bzw. ax+ by = c mit a, b, c ∈ R ∩ Q
beschrieben. Simultane Lösungen zweier verschiedener Gleichungen lassen sich
schreiben als Linearkombinationen von Elementen ausQ oder Quadratwurzeln aus
Q, liegen also wieder inQ. �

Korollar 3.22. Jede konstruierbare Zahl ist algebraisch und ihr Grad überQ ist
eine Zweierpotenz.

Beweis. Seiz ∈ K. Dann entstehtz nach endlich vielen geometrischen Konstruk-
tionen. Es gibt also eine Kette vonquadratischenErweiterungenQ ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂
· · · ⊂ Kr mit z ∈ Kr . Es ist [Kr : Q] = 2r , also istz algebraisch und der Grad vonz
ist Teiler von 2r , also eine Zweierpotenz. �

Korollar 3.23. (1) Delisches Problem: “Nicht jeder konstruierbare Würfel läßt
sich verdoppeln”, genauer: die dritten Wurzeln von2 sind nicht konstruier-
bar.

(2) “Nicht jeder konstruierbare Winkel läßt sich in drei Teileteilen”, genauer:
e2πi/3 ist konstruierbar, aber e2πi/9 nicht.

(3) Das regelmäßige Siebeneck läßt sich nicht konstruieren.

Beweis. Ad (1): Eine dritte Wurzel aus 2 hat den Grad 3 überQ, ist also nicht
konstruierbar.

Ad (2): Die Einheitswurzelζ = e2πi/9 ist Nullstelle des PolynomsX9 − 1 = (X3 −
1)(X6 + X3 + 1), also Nullstelle des PolynomsX6 + X3 + 1. Dieses Polynom ist
aber irreduzibel, denn substituieren wirX = Y + 1, so ist (Y + 1)6 + (Y + 1)3 + 1
irreduzibel nach dem Eisensteinkriterium, denn inF3[X] ist X9 − 1 = (X − 1)9 und
(X3 − 1) = (X − 1)3, alsoX6 + X3 + 1 = (X − 1)6 = Y6. Also ist X6 + X3 + 1 das
Minimalpolynom vonζ, ζ hat also den Grad 6 und ist folglich nicht konstruierbar.
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Ad (3): Das regelmäßige Siebeneck ist konstruierbar genaudann, wenn die Ein-
heitswurzelζ = e2πi/7 konstruierbar ist.ζ ist Nullstelle des Kreisteilungspolynoms
Φ7 = X6+X5+· · ·+1. Nach Lemma 2.56 istΦ7 irreduzibel. Also istΦ7 das Minimal-
polynom vonζ, also ist der Grad vonζ überQ gleich 6,ζ damit nicht konstruierbar.
�

3.4. Die Quadratur des Kreises.

Satz 3.24(Ferdinand von Lindemann, auf dem Freiburger Schloßberg, 1882). π ist
transzendent.

Den Beweis geben wir in Kapitel 5.

Korollar 3.25. Ein Kreis läßt sich nicht quadrieren. Genauer: Es gibt keine Kon-
struktion mit Zirkel und Lineal, die zu einem gegebenen Kreis ein flächengleiches
Quadrat liefern würde.

Beweis. Dazu müßte man ein Quadrat der Seitenlänge
√
π konstruieren können.

Wäre
√
π konstruierbar, so wäre auchπ konstruierbar, also algebraisch, was dem

Satz von Lindemann widerspräche. �

3.5. Einschub: Endliche Untergruppen der Drehgruppe. SeiS O(3) ⊂ GL(R3)
die Drehgruppe des euklidischen RaumesR3. Ist A ⊂ R3 eine Teilmenge, so nennen
wir g ∈ S O(3) eineSymmetrie von A, falls g.A = A gilt.

Satz 3.26.Jede endliche Untergruppe der Drehgruppe S0(3) ist genau eine der
folgenden Gruppen:

(1) Einezyklische Gruppeder Ordnung n≥ 1, bestehend aus allen Drehungen
um eine feste Achste um den Winkel2πk/n.

(2) Die Symmetriegruppe eines ebenen gleichseitigen n-Ecks f¨ur n > 2 oder die
Gruppe aller Elemente, die zwei orthogonale Geraden durch den Nullpunkt
jeweils in sich überführen (Fall n= 2). Dies sind dieDiedergruppender
Ordnung2n.

(3) Die Tetraedegruppealler Symmetrien eines Tetraeders (12 Elemente).
(4) Die Würfelgruppealler Symmetrien eines Würfels (24 Elemente).
(5) Die Ikosaedergruppe(20 Flächen) aller Symmetrien eines Ikosaeders (60

Elemente).

Beweis.(unvollständig)

Sei G ⊂ S O(3) unsere Gruppe. Jedemg ∈ G, g , e ordnen wir die beiden
Schnittpunkte der Einheitssphäre mit der Drehachse vong zu und nennen diese
Pole. SeiP die Menge der Pole undM = {(g, p) | g ∈ G, g , e, p Pol vong}. So ist
|M| = 2(|G| − 1).

Die GruppeG operiert aufP (p Pol vong, sohp Pol vonhgh−1). Für p ∈ P sei
Gp sein Stabilisator. Dann bestehtGp ause und der Menge allerg ∈ G mit Pol p.
Wir erhalten|M| = ∑

p∈P(|Gp| − 1). Also erhalten wir

2(|G| − 1) =
∑

p∈P
(|Gp| − 1).
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SeienP1, . . . , Pr die Bahnen vonG auf P, undni = |G|/|Pi | = |Gp|, falls p ∈ Pi.
Somit

∑

p∈P(|Gp|−1) =
∑r

i=1 |Pi |(ni−1) =
∑r

i=1 |G|/ni(ni−1) und mit obiger Gleichung
erhalten wir

2

(

1− 1
|G|

)

=

r
∑

i=1

(

1− 1
ni

)

Jeder Summand der rechten Seite ist mindestens 1/2, deshalb istr ≤ 3.

Ist r = 0 so istG = {e}.
Ist r = 1, so|G| ≥ 2. also 2

(

1− 1
|G|

)

≥ 1 > 1− 1
n1

, was der hergeleiteten Identität
widerspricht.

Ist r = 2, so 2/|G| = 1/n1 + 1/n2, alson1 = n2 = G. Also werden alle Pole
von jedem Gruppenelement festgehalten. Es gibt also genau zwei Pole und unsere
Gruppe ist zyklisch.

Ist r = 3, so
2
|G| =

1
n1
+

1
n2
+

1
n3
− 1.

ObdA n1 ≤ n2 ≤ n3. Son1 = 2. Ist n2 = 2, so 2n3 = |G|, also |P3| = 2 und die
Elemente ausP3 liegen sich notwendigerweise gegenüber (sonst könnte ein Element
mit Drehachse durch einen Punkt vonP3 den OrbitP3 nicht erhalten). Jedes Element
g ∈ G \ G3 muß die beiden Elemente inP3 vertauschen. Jede Drehachse ist also
entweder die Achse durch die beiden Punkte ausP3, oder orthogonal zu dieser.
Dann istG die Diedergruppe (Ecken desn-Ecks=Schnittpunkte aller orthogonalen
Achsen mit Einheitssphäre).

n2 ≥ 4 ist nicht möglich, denn12 +
1
n2
+ 1

n3
> 1 ergibtn3 < 4.

Ist n2 = 3, so gibt es die Möglichkeitenn3 = 3, 4, 5 mit |G| = 12, 24, 60. Dies
ergibt die Symmetriegruppen des Tetraeders, des Würfels,und des Ikosaeders.

Hinweise: Drehachsen beim Würfel: Durch Ecken, Kantenmitten und Seitenmit-
ten gibt Polorbiten der Ordnung 8, 12, 6.

Drehachsen beim Tetraeder: Durch Ecken und Seitenmitten (und gegenüberlie-
gende Seitenmitte). 1. Bahn: 4 Ecken. 2. Bahn: Antipoden der4 Ecken, 3. Bahn: 6
Schnittpunkte der restlichen Drehachsen. �

3.6. Endliche Körper. Ein Körper mit endlich vielen Elementen heißtendlicher
Körper. In diesem Abschnitt wollen wir die endlichen Körper klassifizieren.

Satz 3.27.Ist K ein endlicher Körper mit m Elementen, so ist m eine Primzahlpo-
tenz, also m= pn für eine Primzahl p und ein n≥ 1. Zu jeder Primzahlpotenz pn

gibt es bis auf Isomorphie genau einen Körper mit pn Elementen. Wir bezeichnen
diesen mitFpn.

Zum Beweis benötigen wir einige Hilfssätze.

Lemma 3.28. Sei K ein Körper und P∈ K[X] ein nicht konstantes Polynom. So
gibt es eine Körpererweiterung K⊂ L, so daß P in L eine Nullstelle besitzt.

Beweis. Es reicht, das Lemma fürP irreduzibel zu beweisen. SeiT eine weitere
Variable. Wir fassenP als Element des PolynomringK[T] auf und wählenL :=
K[T]/(P) mit der natürlichen Inklusion vonK. DaP irreduzibel ist, istL ein Körper.
Nun betrachten wirP wieder als Polynom inK[X] ⊂ L[X]. Sei T̄ ∈ L das Bild von



ALGEBRA 43

T ∈ K[T] unter der ProjektionK[T] → K[T]/(P). So istT̄ ∈ L eine Nullstelle von
P, denn es giltP(T̄) = P(T) = 0 in L. �

Proposition 3.29. Sei K ein Körper und P∈ K[X] ein nicht-konstantes Polynom.
Dann gibt es eine Körpererweiterung K⊂ L, so daß P über L in Linearfaktoren
zerfällt.

Beweis.Wir müssen das Lemma nur mehrmals anwenden. �

Lemma 3.30.Sei q= pn eine Primzahlpotenz und L ein Körper der Charakteristik
p, indem das Polynom Xq − X vollständig in Linearfaktoren zerfällt. Dann bilden
die Nullstellen dieses Polynoms einen Unterkörper von L der Kardinalität q.

Beweis.Da p die Charakteristik vonL ist, ist die Abbildung Fr :L→ L, Fr(a) = ap

ein Körperhomomorphismus. Also ist auch Frn : L → L, a→ aq ein Körperhomo-
morphismus. Die Nullstellen des PolynomsXq − X in L sind genau die Fixpunkte
von Frn und bilden deshalb einen Unterkörper. Ista eine solche Nullstelle, so gilt

(X − a)((X − a)q−1 − 1) = (X − a)q − (X − a) = Xq − aq − X + a = Xq − X

und somit ista nur eine einfache Nullstelle vonXq − X. Also gibt es genauq Null-
stellen vonXq − X in L. �

Wir benötigen noch ein weiteres Resultat, bevor wir Satz 3.27 beweisen können.
Ist K ein Körper, so istK× = K \ {0} eine multiplikative Gruppe.

Satz 3.31.Eine endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Körpers K
ist zyklisch.

Beweis.SeiG ⊂ K× eine endliche Untergruppe und

M := {n ∈ N | es gibt eing ∈ G mit ordg = n}.
Dann enthältM mit jedemn auch alle Teiler vonn. Sind m, n ∈ M teilerfremd,
so folgt m · n ∈ M. Sei nunn ∈ M maximal. Dann ist jedes Element ausM also
Teiler vonn. Insbesondere ist jedesg ∈ G Nullstelle des PolynomsXn − 1. Dieses
Polynom hat aber höchstensn Nullstellen, also ist|G| ≤ n. Da es aber ein Element
der Ordnungn in G gibt, ist |G| = n, folglich ist G zyklisch. �

Beweis von Satz 3.27.SeiF ein endlicher Körper. So ist charF = p > 0 eine Prim-
zahl.F ist damit ein Vektorraum überFp von endlicher Dimensionn, hat alsoq = pn

Elemente. Somit ist die Kardinalität jedes endlichen Körpers eine Primzahlpotenz.

Die multiplikative GruppeF× hat Ordnungq − 1 und nach Satz 3.31 ist sie zy-
klisch, also ist jedes Element vonF× Nullstelle des PolynomsXq−1 − 1. Somit ist
jedes Element vonF Nullstelle vonXq − X. Da dieses Polynom höchstensq Null-
stellen hat, zerfällt es also vollständig überF. Außerdem istFp ⊂ F primitiv (daF×

sogar zyklisch ist). Also ist das Minimalpolynom eines Erzeugersa ∈ F ein irre-
duzibler Faktor vonXq − X vom Gradn. Umgekehrt ist eine Nullstelle inF eines
irreduziblen Faktors vom Gradn von Xq − X ein Erzeuger vonF überFp (da sie ja
eine Körpererweiterung vom Gradn erzeugt). Somit ist

F � Fp[X]/(P)
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für jedenirreduziblen Faktor vom Gradn von Xq − X. Also sind je zwei Körper der
Kardinalitätpn isomorph.

Wir müssen nur noch zeigen, daß es zu jeder Primzahlpotenzq = pn tatsächlich
einen Körper mitq Elementen gibt. Nach Proposition 3.29 gibt es eine Körperer-
weiterungFp ⊂ L, in derXq − X vollständig in Linearfaktoren zerfällt. Nach Lem-
ma 3.30 bilden die Nullstellen dieses Polynoms inL einen Körper der Kardinalität
q. �

Satz 3.32.SindF undF′ endliche Körper, so gibt es eine EinbettungF֒→F′ genau
dann, wenn|F′| eine Potenz von|F| ist.

Beweis. Daß die Bedingung notwendig ist, sieht man daran, daßF′ unter einer
EinbettungF֒→F′ einF-Vektorraum wird. Ist umgekehrtF � Fpn undF′ = Fpm mit
n|m, so betrachten wir aufF′ die Frobeniusabbildung Fr :F′ → F′, x 7→ xp. Dann
ist die Fixpunktmenge von Frn ein Unterkörper vonF′. Wir behaupten, daß erpn

Elemente enthält. Jedes Element inF′ ist Nullstelle des PolynomsXpm − X. Das
PolynomXpn − X ist aber ein Teiler vonXpm − X: Dennq− 1 teilt qr − 1 für jedes
r undXq−1 − 1 teilt Xqr−1 − 1 für jedesr, also teiltXq − X das PolynomXqr − X für
alle q, r. Damit teilt Xpn − X das PolynomXpm − X, also zerfälltXpn − X überF′

vollständig in Linearfaktoren. Außerdem hatXpn − X keine mehrfache Nullstelle,
da Xpn − X = (X − a)((X − a)pn−1 − 1) (wie oben). Damit hatXpn − X genaupn

verschiedene Nullstellen, die einen Unterkörper mitpn Elementen bilden. Also gibt
es eine InklusionFpn → Fpm für n|m. �

3.7. Zerfällungskörper. Ist K ⊂ L eine Körpererweiterung undP ∈ K[X], so
können wirP auch als Element inL[X] auffassen und uns fragen, wannP über L
(also inL[X]) vollständig in Linearfaktoren zerfällt.

Definition 3.33. SeiK ein Körper undP ∈ K[X] ein Polynom. Eine Körpererweite-
rungK ⊂ L heißtZerfällungskörpervonP überK, falls P in L[X] in Linearfaktoren
zerfällt undL überK erzeugt wird von den Nullstellen vonP.

Beispiele3.34. (1) R ⊂ C ist der Zerfällungskörper vonX2 + 1.
(2) Q ⊂ Q(e2πi/n) ein Zerfällungskörper vonXn − 1.
(3) Q ⊂ Q(

3√
2) ist kein Zerfällungskörper.

Für jedes PolynomP ∈ K[X] gibt es einen Zerfällungskörper, denn nach Satz
3.29 gibt es eine Körpererweiterung, in der das PolynomP zerfällt und wir können
also den von den Nullstellen vonP erzeugten Unterkörper wählen. Wir zeigen nun,
in welchem Sinne ein ZerfällungskörperK ⊂ L die kleinsteKörpererweiterung ist,
in derP vollständig in Linearfaktoren zerfällt.

Satz 3.35.Ist K ⊂ L der Zerfällungskörper von P∈ K[X] über K, und K⊂ L′ eine
Körperweiterung mit der Eigenschaft, daß P über L′ vollständig in Linearfaktoren
zerfällt, so gibt es einφ : L→ L′, so daß das Diagramm

L
φ

// L′

K
⊂

__??????? ⊂

>>~~~~~~~

kommutiert.
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Insbesondere sind je zwei Zerfällungskörper vonP isomorph:

Satz 3.36.Sind K⊂ L und K⊂ L′ zwei Zerfällungskörper des Polynoms P∈ K[X],
so gibt es einen Isomorphismusφ : L

∼→ L′ mit φ|K = idK.

Um die Sätze zu beweisen brauchen wir einige Aussagen darüber, wann sich eine
InklusionK ⊂ L′ zu einer InklusionL ⊂ L′ ausdehnen läßt. Genauer gesagt suchen
wir also einen Homomorphismusφ : L → L′ mit φ(a) = a für alle a ∈ K (Erin-
nerung: Alle Homomorphismen zwischen Körpern sind injektiv!). Diagrammatisch
ausgedrückt suchen wir einφ : L→ L′, so daß

L
φ

// L′

K
⊂

__??????? ⊂

>>~~~~~~~

kommutiert. Wir nennen ein solchesφ im folgenden kurz eineAusdehnung von
K ⊂ L′ oder noch kürzer eineAusdehnung.

Ist nunL = K(a) eine primitive algebraische Körpererweiterung,P ∈ K[X] das
Minimalpolynom vona überK undφ : K(a) → L′ eine Ausdehnung vonK ⊂ L′,
so gilt 0= φ(P(a)) = P(φ(a)) = 0 in L′. Somit können wir jeder Ausdehnungφ eine
Nullstelle des PolynomsP in L′ zuordnen.

Lemma 3.37.Die obige Abbildung liefert eine Bijektion
{

Ausdehnungen
φ : K(a) → L′ von K⊂ L′

}

1:1←→
{

Nullstellen in L′ des Minimal-
polynoms P von a

}

φ 7→ φ(a).

Es gibt also höchstensdegP = [K(a) : K] mögliche Ausdehnungen.

Beweis. Die Abbildung ist injektiv, da eine Ausdehnungφ : K(a) → L′ durch das
Bild von a eindeutig bestimmt ist. Ist umgekehrtb ∈ L′ eine Nullstelle vonP, so
können wir zunächst die Auswertung anb, also den Homomorphismusφ′ : K[X] →
L′, Q 7→ Q(b), definieren. Dann istφ′(P) = 0 und wir erhalten einen Homomor-
phismusK[X]/(P) → L′ von Körpern. Nach Satz 3.13 gibt es einen Isomorphismus
K(a) � K[X]/(P), der aufK die Identität ist, und die Verkettung mitφ′ liefert uns
eine Ausdehnungφ. Also ist obige Abbildung auch surjektiv. �

Anmerkung3.38. SeienK ⊂ L und K ⊂ M Körpererweiterungen. Per Induktion
zeigt man, daß es höchstens [L : K] verschiedene Ausdehnungenφ : L → M von
K ⊂ M geben kann (vgl. Lemma 4.5).

Proposition 3.39.Sei K⊂ K(a1, . . . , an) eine algebraische Körpererweiterung und
K ⊂ L′ eine Körpererweiterung mit der Eigenschaft, daß die Minimalpolynome der
ai über L′ vollständig in Linearfaktoren zerfallen. Dann gibt es eine Ausdehnung
φ : K(a1, . . . , an)→ L′ von K⊂ L′.

Beweis. Wir wenden obiges Lemma mehrmals an (und wählen in jedem Schritt
passende Nullstellen). �

Beweis von Satz 3.35.Sind a1, . . . , an die Nullstellen vonP in L, so ist alsoL =
K(a1, . . . , an). Es gibt also, nach Proposition 3.39, eine AusdehnungL→ L′. �
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Beweis von Satz 3.36.Nach Satz 3.35 gibt es Ausdehnungenφ : L→ L′ undφ′ : L′ →
L. Nun ist die Verkettungφ′ ◦φ : L→ L linear überK und injektiv.L ist aber überK
ein endlich dimensionalerK Vektorraum, also istφ′ ◦φ bijektiv. Da auchφ′ injektiv
ist, mußφ schon bijektiv sein, also ein Isomorphismus. �

Lemma 3.40. Sei K ⊂ L der Zerfällungskörper von P∈ K[X] und K ⊂ M eine
beliebige Körpererweiterung. Dann ist das Bild einer Ausdehnungφ : L → M von
K ⊂ M unabhängig vonφ.

Beweis.Seiφ : L → M eine Ausdehnung. Dann wirdφ(L) erzeugt überK von den
Nullstellen des PolynomsP in M. �

3.8. Normale Körpererweiterungen.

Definition 3.41. Eine KörpererweiterungK ⊂ L heißtnormal, falls sie algebraisch
ist und jedes überK irreduzible Polynom, das inL eine Nullstelle hat, überL schon
vollständig in Linearfaktoren zerfällt.

Beispiel3.42. Die ErweiterungQ ⊂ Q(
3√
2) ist nicht normal, dennP(X) = X3−2 hat

zwar eine Nullstelle inQ(
3√
2), zerfällt inQ(

3√
2)[X] aber nicht in Linearfaktoren.

Satz 3.43.Sei K⊂ L eine endliche Körpererweiterung. Dann ist K⊂ L genau dann
normal, wenn L der Zerfällungskörper eines Polynoms über K ist.

Beweis. Ist K ⊂ L normal und endlich, so istL = K(a1, . . . , an) für gewisse alge-
braische Elementea1, . . . , an ∈ L. SeiP das Produkt der Minimalpolynome derai

überK. Dann zerfälltP überL in Linearfaktoren, somit istL der Zerfällungskörper
von P überK.

Sei nunL der Zerfällungskörper des PolynomsP überK. SeiQ ∈ K[X] irredu-
zibel mit einer Nullstellea ∈ L. Wir müssen zeigen, daßQ überL vollständig in
Linearfaktoren zerfällt. SeiL ⊂ M eine Körpererweiterung, in derQ vollständig in
Linearfaktoren zerfällt. Ist nunb ∈ M eine Nullstelle vonQ, so gibt es nach Lemma
3.37 eine AusdehnungK(a) → M mit a 7→ b. Da L in M enthalten ist, zerfälltP
auch inM vollständig. Nach Satz 3.35 können wir alsoK(a) → M weiter ausdehnen
und erhalten eine Ausdehnungφ : L → M von K ⊂ M mit b ∈ φ(L) (Bemerkung:
L ist natürlich auch der Zerfällungskörper vonP überK(a)). Aber auch unsere In-
klusionL ⊂ M mit der wir gestartet sind, ist eine Ausdehnung vonK ⊂ M, also gilt
φ(L) = L nach Lemma 3.40. Insbesondere liegt unsere Nullstelleb schon inL. Also
zerfällt Q schon überL undK ⊂ L ist normal. �

SeiK ⊂ L eine endliche Erweiterung. Im folgenden Satz wollen wir zeigen, daß
es einekleinsteErweiterungL ⊂ N gibt, so daßK ⊂ N normal ist.

Satz 3.44.Sei K⊂ L eine endliche Körpererweiterung. Dann gibt es eine Körperer-
weiterung L⊂ N, so daß K⊂ N normal ist und die die Eigenschaft hat, daß es für
jede Erweiterung L⊂ N′, so daß K⊂ N′ normal ist, einen Homomorphismus
φ : N→ N′ mit φ|L = idL gibt.

Beweis.Seiena1, . . . , an ∈ L Erzeuger vonL überK. SeiP ∈ K[X] das Produkt der
Minimalpolynome derai. Der ZerfällungskörperN von P überL ist normal über
K. Ist L ⊂ N′ eine weitere Erweiterung, so daßK ⊂ N′ normal ist, so zerfälltP
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überN′ in Linearfaktoren, denn wegenL ⊂ N′ hat jeder irreduzible Faktor vonP
eine Nullstelle inN′. Nach Satz 3.35 gibt es also eine Ausdehnungφ : N → N′ von
L ⊂ N. �

3.9. Separable Körpererweiterungen. SeiK ein Körper.

Definition 3.45. (1) Ein PolynomP ∈ K[X] heißtseparabel, falls es in seinem
ZerfällungskörperK ⊂ L nur einfache Nullstellen hat.

(2) Sei K ⊂ L eine Körpererweiterung. Dann heißta ∈ L separabel über K,
falls a algebraisch ist überK und sein Minimalpolynom separabel ist.

(3) Die KörpererweiterungK ⊂ L heißtseparabel, wenn jedes Element ausL
separabel ist überK.

Anmerkung3.46. Sei P ∈ K[X] und K ⊂ L sein Zerfällungskörper. Dann hatP in
L nur einfache Nullstellen, wenn es in jeder Körpererweiterung K ⊂ M höchstens
einfache Nullstellen hat. Zum Beweis bilden wir den ZerfällungskörperM ⊂ L′ von
P überM und wenden Satz 3.35 an. Wir erhalten einφ : L → L′. Die Nullstellen
von P in L′ sind dann genau die Bilder der Nullstellen vonP in L unterφ, also sind
alle verschieden.

Beispiel3.47. Fp(T p) ⊂ Fp(T) ist nicht separabel, denn das Minimalpolynom von
T überFp(T p) ist Xp − T p = (X − T)p, hat also mehrfache Nullstellen.

Übung3.48. Fp ⊂ Fpn ist separabel .

Proposition 3.49.Sei P∈ K[X] ein irreduzibles Polynom.

(1) Ist charK = 0, so ist P separabel.
(2) Ist charK = p, so ist P separabel genau dann, wenn P nicht von der Form

P(X) = Q(Xp) für ein Q∈ K[X] ist.

Zum Beweis benötigen wir einige Aussagen über dieformale Ableitung P′ ∈
K[X] eines PolynomsP ∈ K[X], die wie folgt definiert wird: Ist

P(X) = a0 + a1X + · · · + anXn,

so definieren wir

P′(X) := a1 + 2a2X + 3a3X
2 + · · · + nanX

n−1.

Man prüft leicht nach, daß (P+ Q)′ = P′ + Q′ und (PQ)′ = P′Q+ PQ′ gilt.

Lemma 3.50. Ein Polynom P∈ K[X] ist genau dann separabel, wenn P und P′ in
K[X] teilerfremd sind.

Aus dem Lemma folgt: EinirreduziblesPolynomP′ ist genau dann separabel,
wenn seine Ableitung nicht Null ist.

Bemerkung3.51. Zwei PolynomeP,Q ∈ K[X] sind teilerfremd, wenn jeder ge-
meinsame Teiler eine Einheit ist.

Beweis. Sei K ⊂ L der Zerfällungskörper vonP. Wir behaupten, daßP und P′

teilerfremd sind inK[X] genau dann, wennP undP′ teilerfremd sind inL[X]. Sind
nämlichP und P′ teilerfremd inL[X], so sicherlich auch inK[X]. Sind P und P′

teilerfremd inK[X], so gibt esQ,R ∈ K[X] mit PQ + P′R = 1 (denn das von
P und P′ erzeugte Ideal inK[X] ist ein Hauptideal und wird erzeugt von einem
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gemeinsamen Teiler vonP undP′, ist also gleichK[X]). Diese Gleichung gilt auch
in L[X], jeder gemeinsame Teiler vonP undP′ ist also auch Teiler von 1, damit eine
Einheit. Also sindP undP′ teilerfremd inL[X].

Hat P in L die mehrfache Nullstellea, so istP = (X−a)2Q für einQ ∈ L[X], und
P′ = 2(X − a)Q+ (X − a)2Q′. Damit istX − a Teiler vonP undP′, also sindP und
P′ nicht teilerfremd.

SindP undP′ nicht teilerfremd inK[X], so auch nicht inL[X]. Dann gibt es also
ein a ∈ L, so daßX − a sowohlP als auchP′ teilt. Somit istP(X) = (X − a)Q für
ein Q ∈ L[X], alsoP′(X) = Q+ (X − a)Q′, und ausP′(a) = 0 folgt Q(a) = 0. Dann
hatP aber eine doppelte Nullstellea. �

Beweis der Proposition 3.49.Ist P nicht separabel, so sind nach obigem LemmaP
und P′ nicht teilerfremd. IstP zusätzlich irreduzibel, so mußP′ = 0 folgen. Ist
charK = 0, so mußP ein konstantes Polynom sein und das steht im Widerspruch
zur Irreduzibilität. Ist charK = p und P(X) = a0 + a1X + · · · + anXn, so muß aus
ai , 0 folgen, daßp|i. Also gibt esQ ∈ K[X] mit P(X) = Q(Xp). �

Definition 3.52. Ein Körper K heißt perfekt, falls entweder seine Charakteristik
Null ist oder charK = p > 0 und es für jedesx ∈ K einep-te Wurzel (also einy mit
yp = x) gibt.

Satz 3.53.Ist K perfekt, so ist jede algebraische Körpererweiterungseparabel.

Beweis. In Charakteristik Null ist jedes irreduzible Polynom separabel, also ist
auch jede Körpererweiterung separabel. Sei nun charK = p > 0, K ⊂ L eine
Körpererweiterung unda ∈ L ein Element mit nicht separablem Minimalpolynom
P ∈ K[X]. So istP von der FormP(X) = b0 + b1Xp + · · · + bnXnp. Wählen wirp-te
Wurzelnai derbi, so ist alsoP(X) = ap

0 + (a1X)p + · · ·+ (anXn)p = (a0 + a1X+ · · ·+
anXn)p, also nicht irreduzibel. Das ist ein Widerspruch. Also gibtes keina ∈ L mit
nicht separablem Minimalpolynom, also istK ⊂ L separabel. �

Satz 3.54.Für eine Körpererweiterung K⊂ L sind äquivalent:

(1) K ⊂ L ist separabel.
(2) L wird über K von separablen Elementen erzeugt.

Ist K ⊂ L endlich, so sind zusätzlich äquivalent:

(3) Für jede Körpererweiterung L⊂ N, so daß K⊂ N normal ist, gilt: Die
Anzahl der Ausdehnungenφ : L→ N von K⊂ N ist [L : K].

(4) Es gibt eine Körpererweiterung K⊂ N für die gilt: Die Anzahl der Ausdeh-
nungenφ : L→ N von K⊂ N ist [L : K].

Bemerkung3.55. In (3) und (4) ist die Bedingung, daßN eine Erweiterung vonL
sei, etwas künstlich. Der Grund hierfür ist, daß wir ausschließen müssen, daßN zu
klein ist, bspw. müssen wirN = K im allgemeinen ausnehmen. Die BedingungL ⊂
N kann ersetzt werden durch die Bedingung: Es gibtmindestens eineAusdehnung
L → N von K ⊂ N. Wissen wir zum Beispiel, daß die Minimalpolynome von
Erzeugern vonL in N zerfallen (oder auch nur eine Nullstelle haben), so ist unsere
Bedingung erfüllt.
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Beweis.Wir nehmen zunächst an,K ⊂ L sei eine endliche Erweiterung. Daß (2) aus
(1) folgt, ist klar. Um zu zeigen, daß (3) aus (2) folgt, nehmen wir zunächst an, daß
L = K(a). Da a separabel ist überK, ist das Minimalpolynom vona überK sepa-
rabel, hat also [K(a) : K] verschiedene Nullstellen inN. Nach Lemma 3.37 gibt es
also genau [K(a) : K] verschiedene Ausdehnungen. Wir erhalten nun den allgemei-
nen Fall per Induktion. Dazu nehmen wir an, es gäbe [K(a1, . . . , an) : K] verschiede-
ne Ausdehnungenφ : K(a1, . . . , an) → N von K ⊂ N. Nach dem eben Bewiesenen
können wir jede dieser Ausdehnungen auf genau [K(a1, . . . , an+1) : K(a1, . . . , an)]
verschiedene Weisen ausdehnen zu einem HomomorphismusK(a1, . . . , an+1) →
N. Es gibt also genau [K(a1, . . . , an+1) : K(a1, . . . , an)] · [K(a1, . . . , an) : K] =
[K(a1, . . . , an+1) : K] verschiedene AusdehnungenK(a1, . . . , an+1)→ N vonK ⊂ N.
Damit folgt also (3) aus (2).

(4) ist ein Spezialfall von (3). (Man beachte Satz 3.44).

Wir zeigen nun, daß (1) aus (4) folgt. IstK ⊂ L nicht separabel, so gibt es ein
a ∈ L mit nicht separablem MinimalpolynomP über K. Dann gibt es höchstens
[K(a) : K] − 1 verschiedene Ausdehnungenφ : K(a) → N von K ⊂ N. Aber dann
kann es höchstens [L : K] − 1 verschiedene Ausdehnungenφ : L→ N geben.

Schließlich müssen wir noch zeigen, daß (1) und (2) für nicht endliche Körperer-
weiterungenK ⊂ L äquivalent sind. Dies folgt aber daraus, daß (1) und (2) für jeden
endlichen ZwischenkörperK ⊂ K(a1, . . . , an) ⊂ L äquivalent sind. �

Satz 3.56(Satz vom primitiven Element). Ist K ⊂ L eine endliche separable Kör-
pererweiterung, so gibt es ein a∈ L mit L = K(a).

Beweis. Sei L ⊂ N eine Erweiterung, so daßK ⊂ N normal ist (die gibt es nach
Satz 3.44). DaK ⊂ L separabel ist, gibt es genau [L : K] AusdehnungenL→ N von
K ⊂ N. Für zwei Ausdehnungenφ, ψ : L → N ist die Menge{x ∈ L | φ(x) = ψ(x)}
ein Unterkörper vonL, derK enthält, insbesondere also einK-Untervektorraum von
L.

Ist nunK endlich, so ist auchL endlich und nach 3.31 istL× zyklisch und der
Satz folgt. IstK unendlich, so kann derK-VektorraumL nicht durch endlich viele
echte Untervektorräume überdeckt werden (Übung!). Es gibt also eina ∈ L mit der
Eigenschaft, daß ausφ(a) = ψ(a) für Ausdehnungenφ, ψ : L → N schonφ = ψ

folgt. Restringieren liefert eine Injektion

{

AusdehnungenL→ N
von K ⊂ N

}

֒→
{

AusdehnungenK(a) → N
von K ⊂ N

}

Da nun die Menge rechts höchstens [K(a) : K] Elemente, die Menge links aber
[L : K] Elemente hat (und natürlich [K(a) : K] ≤ [L : K] gilt), folgt [ K(a) : K] =
[L : K], und somitL = K(a). �

Übung3.57. SeiK ⊂ M ⊂ L eine Körperkette.

(1) K ⊂ L ist separabel genau dann, wennK ⊂ M undM ⊂ L separabel sind.
(2) Ist K ⊂ L normal, so istM ⊂ L normal. Geben Sie ein Beispiel an für den

Fall, daßK ⊂ L normal ist,K ⊂ M aber nicht.
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Wir betrachten die KörperketteQ ⊂ Q(
√

2) ⊂ Q(
4√
2) (hier sind jeweils die positiven

reellen Wurzeln gemeint). Dann sindQ ⊂ Q(
√

2) undQ(
√

2) ⊂ Q(
4√
2) normal, da

vom Grad 2, aberQ ⊂ Q(
4√
2) ist nicht normal.

4. G

4.1. Die Galoisgruppe.

Definition 4.1. SeiK ⊂ L eine Körpererweiterung. Die Menge der bijektiven Ring-
homomorphismenL→ L, dieK punktweise festhalten, heißt dieGaloisgruppevon
L überK. Sie wird mit Gal(L/K) notiert.

Beispiele4.2. (1) Die Galoisgruppe vonR ⊂ C ist die Gruppe mit zwei Ele-
menten, bestehend aus der Identität und der komplexen Konjugation.

(2) Die Galoisgruppe vonQ ⊂ Q(
3√
2) ist trivial.

(3) Ist p eine Primzahl, so ist der Frobenius Fr :Fpm → Fpm, Fr(x) = xp ein
Element in Gal(Fpm/Fp). Allgemeiner ist Frn ein Element in Gal(Fpmn/Fpn).

Anmerkung4.3. Ist K ⊂ L endlich, so ist schon jeder Ringhomomorphismusφ : L→
L, der K punktweise festhält, eine Bijektion. Dennφ ist injektiv als Homomor-
phismus zwischen Körpern, und, daL ein endlich dimensionalerK-Vektorraum ist,
schon ein Isomorphismus vonK-Vektorräumen.

Proposition 4.4. Es gilt |Gal(L/K)| ≤ [L : K].

Wir zeigen folgende stärkere Aussage:

Lemma 4.5. Sind K ⊂ L und K ⊂ M Körpererweiterungen, so gibt höchstens
[L : K] Ausdehnungen L→ M von K⊂ M.

Beweis.Wir können [L : K] < ∞ annehmen. Wir argumentieren dann per Induktion
über [L : K]. Gibt es keinen echten ZwischenkörperK ⊂ L′ ⊂ L, so istL = K(a) für
jedesa ∈ L, a , K. Damit gibt es, nach Lemma 3.37, so viele Homomorphismen
K(a) → M überK wie es Nullstellen des Minimalpolynoms vona in M gibt, also
höchstens [L : K] viele.

Ansonsten wählen wir einen echten ZwischenkörperK ⊂ L′ ⊂ L. Per Induktion
gibt es höchsten [L′ : K] AusdehnungenL′ → M und, über jeder dieser Ausdeh-
nungen, höchstens [L : L′] AusdehnungenL → M. Insgesamt erhalten wir also
höchstens [L : L′] · [L′ : K] = [L : K] Ausdehnungen. �

Die folgende Proposition wurde in der Vorlesung im Wintersemester 06/07 aus-
gelassen!

Proposition 4.6. Sei pn eine Primzahlpotenz und m≥ 1. So istGal(Fpmn/Fpn) eine
zyklische Gruppe der Ordnung m, erzeugt von der FrobeniusabbildungFrn : x 7→
xpn

.

Beweis.Seiγ = Frn ∈ Gal(Fpmn/Fpn). So hatγr höchstensprn Fixpunkte (Nullstellen
des PolynomsXprn − X). Insbesondere sind id= γ0, γ, γ2, . . . , γm−1 paarweise ver-
schieden. Also erzeugtγ in Gal(Fpmn/Fpn) eine zyklische Untergruppe der Ordnung
m. Nach Proposition 4.4 hat die Galoisgruppe aber höchstensm Elemente. �
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4.2. Galoiserweiterungen.

Definition 4.7. Eine separable und normale Körpererweiterung heißtGaloiserwei-
terung.

Ist M eine Menge undG × M → M, (g,m) 7→ g.m eine Operation einer Gruppe
G auf M, so seiMG = {m∈ M | g.m= m für alleg ∈ G} die Menge der Invarianten.

SeiK ⊂ L eine Körpererweiterung mit GaloisgruppeG = Gal(L/K). G operiert,
per Definition, auf derL zugrundeliegenden Menge.

Satz 4.8.Sei K⊂ L eine endliche Erweiterung. Dann sind äquivalent:

(1) K ⊂ L ist eine Galoiserweiterung.
(2) Es ist|Gal(L/K)| = [L : K].
(3) Es ist K= LGal(L/K) = {a ∈ L | γ(a) = a für alleγ ∈ Gal(L/K)}.
(4) Für jedes a∈ L ist

∏

b∈Gal(L/K).a(X − b) das Minimalpolynom über K.

Beweis. Nach Satz 3.54 ist|Gal(L/K)| = [L : K] für jede normale und separable
ErweiterungK ⊂ L. Also folgt (2) aus (1). SeiL′ = LGal(L/K). Dann ist Gal(L/K) =
Gal(L/L′). Gilt (2), so folgt [L : K] = |Gal(L/K)| = |Gal(L/L′)| ≤ [L : L′], aber
natürlich gilt auch [L : L′] ≤ [L : K], also folgt [L : L′] = [L : K] und damitL = L′,
also (3).

Wir zeigen nun, daß (4) aus (3) folgt. Seia ∈ L und P ∈ K[X] sein Minimal-
polynom. Istγ ∈ Gal(L/K), so istγ(a) eine Nullstelle vonP. Somit istQ(X) =
∏

b∈Gal(L/K).a(X − b) ein Teiler vonP. Nun operiert Gal(L/K) auch aufL[X] durch
Ringautomorphismen (koeffizientenweise, es ist alsoγ(a0 + · · · + anXn) := γ(a0) +
· · · + γ(an)Xn). Offensichtlich ist, fürR ∈ L[X], γ(R(X)) = R(X) für alle γ ∈
Gal(L/K) genau dann, wennR(X) ∈ LGal(L/K)[X] = K[X] ⊂ L[X]. Nun ist

γ(Q(X)) = γ

















∏

b∈Gal(L/K).a

(X − b)

















=
∏

b∈Gal(L/K).a

(X − γ(b))

= Q(X),

alsoQ(X) ∈ K[X]. Da P irreduzibel ist undQ normiert, ist alsoP = Q, und damit
haben wir Aussage (4) gezeigt.

Gilt (4), so istK ⊂ L sicherlich separabel und normal, also Galois. �

4.3. Die Galoiskorrespondenz.SeiK ⊂ L eine Körpererweiterung undK ⊂ M ⊂
L ein Zwischenkörper. So ist Gal(L/M) ⊂ Gal(L/K) die Untergruppe aller Auto-
morphismen, die sogarM festhalten. Ist umgekehrtH ⊂ Gal(L/K) eine Untergrup-
pe, so können wir den Fixkörper

LH = {a ∈ L | γ(a) = a für alleγ ∈ H}
bilden. Er enthältK.

Erinnerung:Ist K ⊂ L separabel, so sind auchK ⊂ M und M ⊂ L separabel. Ist
K ⊂ L normal, so ist auchM ⊂ L normal. AberK ⊂ M ist dann nicht notwendiger-
weise normal (Bsp:Q ⊂ Q(

3√
2) ⊂ Q(

3√
2, e2πi/3 3√

2, e4πi/3 3√
2)).

Satz 4.9(Galoiskorrespondenz). Sei K⊂ L eine endliche Galoiserweiterung.
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(1) Die Abbildung
{

Zwischenkörper
K ⊂ M ⊂ L

}

→
{

Untergruppen von
Gal(L/K)

}

M
α7→ Gal(L/M)

ist eine Bijektion mit Inversemβ : H 7→ LH.
(2) Unter der Bijektion in (1) entsprechen die ZwischenkörperK ⊂ M ⊂ L, so

daß K⊂ M normal ist, den Normalteilern vonGal(L/K).
(3) Ist H ⊂ Gal(L/K) ein Normalteiler undγ ∈ Gal(L/K), so istγ(LH) = LH

und die RestriktionGal(L/K) → Gal(LH/K) liefert einen Isomorphismus

Gal(L/K)/H
∼−→ Gal(LH/K).

Beweis.Wir zeigen, daßβ ◦ α = id. Sei dazuK ⊂ M ⊂ L ein Zwischenkörper. Wir
müssen zeigen, daßM = LGal(L/M). Nun ist M ⊂ L Galois (vgl.Übung 3.57), also
folgt die Aussage aus der Charakterisierung (3) in Satz 4.8.

Anmerkung4.10. Es gilt sogar allgemein (Satz von Artin): IstL ein Körper undG
eine endliche Gruppe von Automorphismen vonL, so istLG ⊂ L endlich Galois mit
GaloisgruppeG. Das ist nicht schwer zu beweisen (vgl. Lang: Algebra).

Wir zeigen, daßα ◦ β = id. Sei dazuH ⊂ Gal(L/K) eine Untergruppe. Wir
müssenH = Gal(L/LH ) zeigen. Sicherlich istH ⊂ Gal(L/LH). Nach dem Satz
vom primitiven Element 3.56 gibt esa ∈ L mit L = K(a). Wir betrachten das
PolynomQ(X) :=

∏

b∈H.a(X − b) ∈ L[X] und zeigen wie im Beweis von Satz 4.8,
daßQ(X) ∈ LH[X]. Außerdem istQ(a) = 0. Das Minimalpolynom vona überLH ist
also ein Teiler vonQ und hat deshalb höchstens den Grad|H|. Weiter ista natürlich
auch ein primitives Element der ErweiterungLH ⊂ L, also ist [L : LH] ≤ |H|, also
|Gal(L/LH)| ≤ [L : LH] ≤ |H|, und ausH ⊂ Gal(L/LH) folgern wir H = Gal(L/LH).
Damit haben wir Teil (1) des Satzes gezeigt.

Wir zeigen nun den zweiten Teil. SeiH ⊂ Gal(L/K) eine Untergruppe,m ∈ LH

undγ ∈ Gal(L/K). Dann istγ(LH) = LγHγ−1
. Nach Teil (1) unserer Korrespondenz

ist alsoγ(LH) = LH genau dann, wennγHγ−1 = H. Also ist LH stabil unter der
Operation von Gal(L/K) genau dann, wennH ⊂ Gal(L/K) normal ist.

Wir behaupten, daßLH stabil ist unter Gal(L/K) genau dann, wennK ⊂ LH

normal ist: IstK ⊂ LH normal, so istLH invariant unter Gal(L/K) nach Lemma
3.40. Wir zeigen nun die Umkehrung. Sei alsoLH invariant unter Gal(L/K). Sei
a ∈ LH und b ∈ L eine Nullstelle des Minimalpolynoms vona überK. Wir wol-
len nun zeigen, daßb ∈ LH. Daraus können wir dann schließen, daßK ⊂ LH ein
Zerfällungskörper, also normal ist (der Zerfällungsk¨orper des Produkts der Mini-
malpolynome von endlich vielen Erzeugern, beispielsweise).

Wir wollen alsob ∈ LH zeigen. Nun gibt es einγ ∈ Gal(L/K) mit γ(a) = b,
denn wir finden, nach Lemma 3.37, eine Ausdehnungφ : K(a) → L mit φ(a) = b
und können diese weiter ausdehnen zu einem Elementγ : L→ L der Galoisgruppe.
Wegenγ(LH) = LH ist alsob ∈ LH.

Wir haben also gezeigt, daßH ⊂ Gal(L/K) ein Normalteiler ist genau dann, wenn
K ⊂ LH normal ist.

Wir zeigen nun die letzte Aussage. Für eine normale UntergruppeH ⊂ Gal(L/K)
undγ ∈ Gal(L/K) ist γ(LH) = LH. Also induziert das Einschränken eine Abbildung
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Gal(L/K) → Gal(LH/K). Der Kern dieser Abbildung istH (nach (1)) und wir erhal-
ten eine injektive Abbildung Gal(L/K)/H֒→Gal(LH/K). Nun istK ⊂ LH eine Ga-
loiserweiterung (normal nach Wahl vonH und separabel in jedem Fall, vgl.Übung
3.57), also hat die Gruppe rechts [LH : K] Elemente, während die Gruppe links
[L : K]/|H| = [L : K]/[L : LH] = [LH : K] Elemente hat, damit ist unsere Abbil-
dung also bijektiv. �

4.4. Der Hauptsatz der Algebra.

Satz 4.11.Der KörperC ist algebraisch abgeschlossen.

Anmerkung4.12. Wir definierenC als den Zerfällungskörper überR des irredu-
ziblen PolynomsX2 + 1:

C = R[X]/(X2 + 1).
Die einzigen Eigenschaften der ErweiterungR ⊂ C, die wir im Beweis benutzen
werden, sind, daßR ⊂ C eine separable (Charakteristik Null) Körpererweiterung
vom Grad zwei ist, daßjedesPolynom inC[X] vom Grad zwei überC vollständig
zerfällt (Übung!), und daß jedes Polynom ausR[X] von ungeradem Grad inR eine
Nullstelle hat.

Beweis. Wir zeigen, daß jede endliche Erweiterung vonC trivial ist. Dann muß
jedes irreduzible Polynom inC[X] schon Grad 1 haben, und dies ist gleichbedeutend
damit, daßC algebraisch abgeschlossen ist.

Erster Schritt: Es gibt keine endliche ErweiterungR ⊂ L mit ungeradem Grad
> 1. Denn der Grad des Minimalpolynoms einesa ∈ L ist dann ungerade, also ist
das Minimalpolynom linear. Dann ist aberR = L.

Zweiter Schritt: Der Grad jeder endlichen GaloiserweiterungR ⊂ L ist eine Zwei-
erpotenz. Denn istR ⊂ L eine nicht triviale Galoiserweiterung mit Galoisgruppe
G = Gal(L/R), so wählen wir eine 2-SylowS ⊂ Gal(L/R). Dann ist [LS : R]
ungerade, alsoR = LS nach Schritt 1, und deshalbS = Gal(L/R) nach der Galois-
korrespondenz.

Dritter Schritt: Es gibt keine ErweiterungC ⊂ L vom Grad 2. Denn es gibt keine
irreduziblen Polynome vom Grad 2 überC.

Letzter Schritt: Sei alsoC ⊂ L eine endliche Erweiterung. Aufgrund von Satz
3.44 können wir annehmen, daßR ⊂ L normal, also Galois ist. Dann ist Gal(L/R)
eine 2-Gruppe. Dann ist auchG = Gal(L/C) eine 2-Gruppe. Wir wollen zeigen, daß
G die triviale Gruppe ist, denn dann istL = C nach der Galoiskorrespondenz (C ⊂ L
ist ebenfalls Galois!). IstG , {e}, so gibt es nach dem Satz über die Struktur von
p-Gruppen 1.81 einen NormalteilerH ⊂ G vom Index 2. DaH ein Normalteiler ist,
istC ⊂ LH Galois vom Grad [LH : C] = |Gal(LH/C)| = |Gal(L/C)|/|H| = 2, was der
Aussage im dritten Schritt widerspricht. Also istG trivial und damitL = C. �

4.5. n-te Einheitswurzeln. SeiK ein Körper undn ≥ 2.

Definition 4.13. Die Mengeµn = µn(K) := {ζ ∈ K | ζn = 1} heißt dieMenge der
n-ten Einheitswurzelnin K.

Die Mengeµn ist offenbar eine endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe
K×. Nach Satz 3.31 istµn zyklisch.
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Die n-ten Einheitswurzeln sind gerade die Nullstellen des PolynomsXn − 1 ∈
K[X]. Ist charK kein Teiler vonn, so ist das PolynomXn − 1 nach Lemma 3.50
separabel (die formale AbleitungnXn−1 ist nicht Null, also teilerfremd zuXn − 1).
In seinem Zerfällungskörper hatXn − 1 alson verschiedene Nullstellen.

Definition 4.14. Wir sagen,K enthält alle n-ten Einheitswurzeln, wenn das Poly-
nomXn − 1 überK vollständig in Linearfaktoren zerfällt.

Ist charK kein Teiler vonn und enthältK alle n-ten Einheitswurzeln, so istµn

also eine zyklische Gruppe der Ordnungn, also isomorph zuZ/nZ.

4.6. Galoisgruppen der Kreisteilungskörper. In diesem Abschnitt arbeiten wir
über dem GrundkörperK = Q.

Definition 4.15. Der ZerfällungskörperQ ⊂ L des PolynomsXn − 1 überQ heißt
dern-te Kreisteilungskörper.

Bemerkung4.16. Da Xn − 1 vollständig in Linearfaktoren überC zerfällt, gibt es
eine InklusionL ⊂ C überQ. Das Bild dieser Inklusion ist der von den komplexen
n-ten Einheitswurzelne2πik/n, k = 0, . . . , n− 1 überQ erzeugte Unterkörper. Daher
der Name Kreisteilungskörper.

Wir stellen uns denn-ten Kreisteilungskörper von nun an inC eingebettet vor.

Definition 4.17. Einen-te Einheitswurzelζ ∈ C der Ordnungn heißtprimitive n-te
Einheitswurzel.

Die primitivenn-ten Einheitswurzeln sind also genau die Erzeuger der zyklischen
Gruppeµn = {ζ ∈ C | ζn = 1}, und genau diejenigenn-ten Einheitswurzeln, die den
n-ten KreisteilungskörperQ ⊂ L erzeugen.

Wir definieren

EndGr(µn) =
{

φ : µn→ µn | φ ist ein Homomorphismus von Gruppen
}

,

die Menge derEndomorphismen vonµn, und

AutGr(µn) =
{

φ ∈ EndGr(µn) | φ ist bijektiv
}

,

die Menge derAutomorphismen vonµn. Nach Wahl einer primitivenn-ten Einheits-
wurzelζ ist die Abbildung AutGr(µn) → µn, φ 7→ φ(ζ), eine Bijektion zwischen der
Menge AutGr(µn) und der Menge der primitivenn-ten Einheitswurzeln.

Jedesk ∈ Z induziert einen Gruppenhomomorphismusφk : µn → µn, ζ 7→ ζk. Wir
erhalten einen Homomorphismusφ : Z → EndGr(µn), k 7→ φk mit Kern nZ. Daµn

zyklisch ist, ist dieser Homomorphismus auch surjektiv, also ist

Z/nZ
∼→ EndGr(µn).

Dabei entsprechen die multiplikativ invertierbaren Elemente inZ/nZ den Automor-
phismen, also

(Z/nZ)×
∼→ AutGr(µn).

SeiQ ⊂ L dern-te Kreisteilungskörper. Einφ ∈ Gal(L/Q) bildet die Mengeµn

bijektiv auf sich ab und ist sogar ein Automorphismus der Gruppeµn. Wir erhalten
also eine Abbildung

φ : Gal(L/Q) → AutGr(µn).
φ ist injektiv, daL überQ vonµn erzeugt wird.
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Wir erinnern noch einmal an dasn-te Kreisteilungspolynom

Φn(X) =
∏

ordζ=n

(X − ζ).

Φn ist ein Teiler vonXn − 1 und wir haben in Abschnitt 2.14 schon gezeigt, daßΦn

ganzzahlige Koeffizienten hat.

Satz 4.18. (1) Das n-te KreisteilungspolynomΦn(X) ∈ Q[X] ist irreduzibel für
alle n≥ 1.

(2) Die oben definierte AbbildungGal(L/Q) → AutGr(µn) ist bijektiv.
(3) Sindζ, ξ ∈ C zwei primitive n-te Einheitswurzeln, so gibt es genau einφ ∈

Gal(L/Q) mit φ(ζ) = ξ.

Beweis. Wir zeigen (1).Φn ist sogar ein primitives Polynom inZ[X] und nach
2.50 reicht es zu zeigen, daßΦn in Z[X] irreduzibel ist. Sei dazuΦn = F · G eine
Zerlegung inZ[X] und F keine Einheit. Seiζ ∈ C eine Nullstelle vonF und p
eine Primzahl, dien nicht teilt. Wir behaupten, daßF(ζp) = 0. Ansonsten müßte
G(ζp) = 0 sein. Im RingFp[X] ist dannG(ζp) = G(ζ)

p
= 0. Also habenF(X) und

G(X) die gemeinsame Nullstelleζ. DaXn−1 überFp separabel ist (p ist kein Teiler
vonn), erhalten wir einen Widerspruch.

Wir haben also gezeigt, daß mit jeder Nullstelleζ vonF auchζp Nullstelle ist von
F für alle zun teilerfremden primenp. Dann ist aberjedeprimitive Einheitswurzel
Nullstelle vonF, alsoF ein Vielfaches vonΦn und damitG eine Einheit. Wir haben
also (1) gezeigt.

Unsere Abbildung Gal(L/Q) → Aut(µn) ist injektiv. Sei ζ eine primitiven-te
Einheitswurzel. Dann istL = Q(ζ). Nach (1) istΦn(X) das Minimalpolynom vonζ
überQ, also gilt

[L : Q] = degΦn.

Somit ist |Gal(L/Q)| = degΦn = Anzahl der primitivenn-ten Einheitwurzeln=
|Aut(µn)|, also ist unsere Abbildung bijektiv.

Teil (3) folgt sofort daraus, daßµn eine zyklische Gruppe ist. �

Definition 4.19. Die Abbildungφ : N → N, φ(n) = |(Z/nZ)×| heißtEulerscheφ-
Funktion.

Es ist

φ(n) = Anzahl der zun teilerfremdend ∈ Zmit 1 ≤ d ≤ n

= Anzahl der primitivenn-ten Einheitswurzeln

= Anzahl derζ ∈ C× der Ordnungn

= Grad desn-ten KreisteilungspolynomsΦn ∈ Q[X]

= Grad desn-ten KreisteilungskörpersQ ⊂ L

Satz 4.20.Das regelmäßige n-Eck ist konstruierbar genau dann, wennφ(n) eine
Zweierpotenz ist.

Beweis. Sei ζ ∈ C eine primitiven-te Einheitswurzel. Das regelmäßigen-Eck ist
konstruierbar genau dann, wennζ konstruierbar ist. Istζ konstruierbar, dann ist,
nach Korollar 3.22, [Q(ζ) : Q] = φ(n) eine Zweierpotenz.
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Ist φ(n) umgekehrt eine Zweierpotenz, so ist Gal(Q(ζ)/Q) eine 2-Gruppe. Nach
der Galoiskorrespondenz und dem Satz über die Struktur vonp-Gruppen 1.81 gibt
es eine Körperkette

Q = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km = Q(ζ)

mit [Ki : Ki−1] = 2 für i = 1, . . . ,m. Also istζ konstruierbar, dennζ entsteht durch
sukzessives Wurzelziehen. �

Wir wollen dien mit der Eigenschaft, daßφ(n) eine Zweierpotenz ist, noch ge-
nauer beschreiben.

Lemma 4.21. (1) Es istφ(mn) = φ(m)φ(n), wenn m und n teilerfremd sind.
(2) Ist p prim und r≥ 1, so istφ(pr) = pr−1(p− 1).

Ist also n= pr1
1 · · · p

rk
k und die pi paarweise verschieden, so ist

φ(n) = (p1 − 1) · · · (pk − 1)pr1−1
1 · · · prk−1

k .

Insbesondere istφ(n) also eine Zweierpotenz genau dann, wenn n von der Form
2mp1 · · · pk mit paarweise verschiedenen Primzahlen pi der Form2l+1 (Fermatsche
Primzahlen) ist.

Beweis. Nach dem Chinesischen Restsatz istZ/mnZ � Z/mZ × Z/nZ für teiler-
fremdem, n ∈ Z (sogar als Ringe!). Insbesondere ist

(Z/mnZ)× � (Z/mZ)× × (Z/nZ)×.

Also istφ(mn) = φ(m) · φ(n).

Ist p eine Primzahl,r ≥ 1 und 1≤ n ≤ pr , so sindpr undn genau dann teiler-
fremd, wennn kein Vielfaches vonp ist. Es gibt aberpr−1 Vielfache vonp zwischen
1 undpr , damit istφ(pr) = pr − pr−1. �

4.7. Adjunktion n-ter Wurzeln. Sei K ein Körper. Ist die Charakteristik vonK
kein Teiler vonn, so ist das PolynomXn − 1 ∈ K[X] separabel nach Lemma 3.50.
Dies setzen wir von nun an voraus.

Definition 4.22. Einezyklischebzw. abelscheErweiterung ist eine Galoiserweite-
rungK ⊂ L mit zyklischer bzw. abelscher Galoisgruppe.

Definition 4.23. Wir sagen, eine KörpererweiterungK ⊂ L entsteht durch Adjunk-
tion einer n-ten Wurzel, falls es eina ∈ L gibt mit L = K(a) undan ∈ K.

Satz 4.24.Sei K ein Körper und n∈ N, n ≥ 2 kein Vielfaches voncharK. Der
Körper K enthalte alle n-ten Einheitswurzeln (siehe Definition 4.14).

(1) Eine zyklische Erweiterung von K vom Grad n entsteht durch Adjunktion
einer n-ten Wurzel.

(2) Entsteht K⊂ L durch Adjunktion einer n-ten Wurzel, so ist K⊂ L zyklisch
und der Grad[L : K] ist ein Teiler von n.

Beweis.Wir zeigen Teil (1). SeiK ⊂ L eine zyklische Erweiterung vom Gradn und
γ ∈ Gal(L/K) ein Erzeuger.

Behauptung:Die Abbildungen id= γ0, γ, . . . , γn−1 : L → L sind L-linear un-
abhängig (imL-Vektorraum aller Abbildungen der MengeL in den KörperL).
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Begründung:Seia0 ·γ0+a1 ·γ+ · · ·+an−1 ·γn−1 = 0 eine nicht triviale Linearkom-
bination mit|{i | ai , 0}| minimal. Wir wählen einl ∈ L und definierenbi = γ

i(l).
Es ergibt sich für allex ∈ L die Gleichung

a0γ
0(lx) + · · · + an−1γ

n−1(lx) = a0b0γ
0(x) + · · · + an−1bn−1γ

n−1(x) = 0,

also
a0b0γ

0 + · · · + an−1bn−1γ
n−1 = 0.

Ist nunai , 0, so ziehen wir dasbi-fache der ursprünglichen Gleichung ab und
erhalten

a0(b0 − bi)γ
0 + · · · + 0 · γi + · · · + an−1(bn−1 − bi)γ

n−1 = 0.

War nun aucha j , 0 für ein j , i, so wählen wirl mit γ j(l) , γi(l) und erhal-
ten also eine nicht triviale Darstellung der Null mit kleinerer Länge, was unseren
Voraussetzungen widerspricht. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wir wählen nun eine primitiven-te Einheitswurzelζ ∈ K. Dann gilt

id + ζγ + · · · + ζn−1γn−1
, 0,

es gibt also einb ∈ L mit a := b+ ζγ(b) + · · · + ζn−1γn−1(b) , 0. Es istγ(a) = ζ−1a
undγi(a) = ζ−ia. Also ista , γi(a) für alle i = 1, . . . , n−1, somit ist Gal(L/K(a)) ⊂
Gal(L/K) die triviale Untergruppe, alsoK(a) = L. Es gilt aber auchγ(an) = (ζa)n =

an, alsoan ∈ K. Damit haben wir (1) gezeigt.

Nun zeigen wir Teil (2). SeiL = K(a) mit an ∈ K. Die Nullstellen vonXn−an sind
die Elementeζa, wobeiζ die n-ten Einheitswurzeln durchläuft. Also istK ⊂ K(a)
der Zerfällungskörper vonXn − an. Das PolynomXn − an ist separabel nach unserer
Voraussetzung ann, also istK ⊂ L Galois.

Der Grad vonK ⊂ L ist die Ordnung der Galoisgruppe Gal(L/K). Jedes Element
der Galoisgruppe bildeta ab aufξa für ein eindeutig bestimmtesξ ∈ µn. Dies
liefert einen injektiven Homomorphismusσ : Gal(L/K)֒→µn von Gruppen. Also
ist |Gal(L/K)| ein Teiler vonn, und Gal(L/K) ist zyklisch als Untergruppe einer
zyklischen Gruppe. �

Satz 4.25(Translationssatz). Seien K⊂ M und L ⊂ M Körpererweiterungen mit
der Eigenschaft, daß K∩ L ⊂ K endlich und Galois ist. Sei KL⊂ M der von K
und L in M erzeugte Unterkörper. Dann ist L⊂ KL endlich und Galois und die
Restriktion liefert einen Isomorphismus

Gal(KL/L)
∼→ Gal(K/K ∩ L).

Wir veranschaulichen die Relationen zwischen den Körpernin folgendem Dia-
gramm:

KL

K

;;xxxxxxxxx

L

bbFFFFFFFFF

K ∩ L

ccFFFFFFFFF

<<xxxxxxxxx

Beweis.Ist K∩L ⊂ K separabel, so wirdL ⊂ KL erzeugt von separablen Elementen,
ist also separabel. IstK ∩ L ⊂ K Zerfällungskörper vonP ∈ (K ∩ L)[X], so ist
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L ⊂ KL Zerfällungskörper vonP ∈ L[X]. Also ist L ⊂ KL Galois und endlich.
Jedesγ ∈ Gal(KL/L) fixiert den UnterkörperK ∩ L. Da K normal ist überK ∩ L,
induziertγ also eine Abbildungγ′ : K → K, also ein Element in Gal(K/K ∩ L). Ist
γ′ die Identität, so warγ schon die Identität, daγ auchL fixiert. Wir erhalten eine
injektiveAbbildung

Gal(KL/L)֒→Gal(K/K ∩ L).

Das Bild dieser Abbildung hat aber den FixkörperK ∩ L. Nach der Galoiskorre-
spondenz ist unsere Abbildung also eine Bijektion. �

4.8. Auflösbarkeit polynomialer Gleichungen in Charakteristik Null.

Definition 4.26. Eine KörpererweiterungK ⊂ M heißtRadikalerweiterung, wenn
es eine Kette von Körpererweiterungen

K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kr = M

gibt, so daßKi ausKi−1 durch Adjunktion einerni-ten Wurzel entsteht (für einni ∈
N).

Definition 4.27. SeiK ein Körper,P ∈ K[X] und K ⊂ L der Zerfällungskörper von
P. Wir sagen, die GleichungP(X) = 0 läßt sich auflösen durch Radikale über K,
falls es eine ErweiterungL ⊂ M gibt, so daßK ⊂ M eine Radikalerweiterung ist.

Bemerkung4.28. Die Definition wird verständlich, wenn wir uns klarmachen,daß
jedes Elementm ∈ M aus einer RadikalerweiterungK ⊂ M sich durch sukzessives
Wurzelziehen aus Elementen inK erhalten läßt. Beispielsweise liegt das Element

3+
15

√

4+
27
√

3, 27+
517√−7

in einer Radikalerweiterung vonQ. Hier müssen wir jedoch beachten, daß Wurzel-
ausdrücke wie

17√
27 einerWahleiner 17-ten Wurzel von 27 entsprechen, also kei-

neswegs wohlbestimmt sind. Unser Ausdruck oben steht für insgesamt 15·27·517=
209385 verschiedene komplexe Zahlen.

Der Satz 4.31 wird besagen, daß sich die Nullstellen einesallgemeinenPolynoms
n-ten Grades fürn ≥ 5 nicht durch Wurzelausdrücke in den Koeffizienten angeben
lassen.

Satz 4.29.Sei K ein Körper der CharakteristikcharK = 0 und P∈ K[X]. So sind
äquivalent:

(1) Die Gleichung P(X) = 0 läßt sich auflösen durch Radikale über K.
(2) Die Galoisgruppe des Zerfällungskörpers von P über K istauflösbar.

Beweis. Wir zeigen, daß (1) aus (2) folgt. SeiL der Zerfällungskörper vonP über
K. Wir müssen zeigen, daß sichL in eine Radikalerweiterung vonK einbetten läßt.
Nach Voraussetzung ist Gal(L/K) auflösbar. Es gibt also eine Reihe von Untergrup-
pen

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn = {e},
so daßGi Normalteiler inGi−1 ist undGi−1/Gi abelsch. Wir können sogar annehmen,
daßGi−1/Gi zyklisch ist. Die zugehörige Reihe von Fixkörpern

K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn = L
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ist, nach der Galoiskorrespondenz, eine Reihe zyklischer Erweiterungen (insbe-
sondere Galois). Sein der Grad vonK ⊂ L. EnthältK nun allen-ten Einheits-
wurzeln, so folgern wir aus Satz 4.24, daßK ⊂ L eine Radikalerweiterung ist.
Sei ansonstenζ eine primitiven-te Einheitswurzel vonK (beispielsweise in einem
Zerfällungskörper vonXn − 1 überK). Nach Adjunktion vonζ erhalten wir eine
Körperkette

K = K0 ⊂ K0(ζ) ⊂ K1(ζ) ⊂ · · · ⊂ Kn(ζ) = L(ζ).

Für i > 1 ist Ki−1(ζ) ⊂ Ki(ζ) Galois mit Gal(Ki(ζ)/Ki−1(ζ)) = Gal(Ki/Ki−1) nach
dem Translationssatz, also istKi−1(ζ) ⊂ Ki(ζ) zyklisch und entsteht nach Satz 4.24
durch Adjunktion einerni-ten Wurzel (für geeignetesni). Da auchK0 ⊂ K0(ζ) durch
Adjunktion einern = n0-ten Wurzel entsteht, istK ⊂ L(ζ) also eine Radikalerwei-
terung. Also läßt sichK ⊂ L in eine Radikalerweiterung einbetten.

Wir zeigen nun, daß (2) aus (1) folgt. Sei wiederL der Zerfällungskörper vonP
überK. Dann läßt sich alsoL einbetten in eine RadikalerweiterungK ⊂ M. Es gibt
also eine Reihe

K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km = M

mit Ki = Ki−1(a) und ani ∈ Ki−1. Sei n = n1 · · ·nm. Adjungieren wir zuL eine
primitive n-te Einheitswurzel, so ist auch

K = K0 ⊂ K0(ζ) ⊂ K1(ζ) ⊂ · · · ⊂ Km(ζ) = M(ζ)

eine Radikalerweiterung. AberK ⊂ M(ζ) muß nicht Galois sein, wir können also
noch nichts über die Galoisgruppe Gal(M(ζ)/K) aussagen.

Sei nunM(ζ) ⊂ N so, daßK ⊂ N normal ist, undM̃ ⊂ N der von den Bil-
dernφ(M(ζ)) ⊂ N unter allen Ausdehnungenφ : M(ζ) → N überK erzeugte Un-
terkörper. Dann istK ⊂ M̃ normal, also Galois und wird erzeugt vonζ und den
φ(ai) für alle i = 1, . . . ,m und alle Ausdehnungenφ.

Sein = p1 · · · pk nun eine Zerlegung in Primfaktoren, undζi eine primitivepi-te
Einheitswurzel überK. Wir verfeinernK ⊂ K(ζ) nun zuK ⊂ K(ζ1) ⊂ K(ζ1, ζ2) ⊂
· · · ⊂ K(ζ1, . . . , ζn) = K(ζ). Nun ist jeder Schritt entweder eine triviale Erweiterung
oder eine Galoiserweiterung von primem Grad, also zyklisch, insbesondere abelsch.
Zu K(ζ) adjungieren wir nun sukzessive erst alleφ(a1) (für alleφ : M(ζ)→ N), dann
alleφ(a2), . . . . Jeder Erweiterungsschritt ist dann zyklisch nach Satz 4.24.

Wir erreichen also eine Körperkette

K = M̃0 ⊂ M̃1 ⊂ · · · ⊂ M̃l = M̃,

so daßM̃i ⊂ M̃i+1 zyklisch, insbesondere Galois ist. Die Kette von Untergruppen

G = Gal(M̃/K) ⊃ Gal(M̃/M̃1) ⊃ · · · ⊃ Gal(M̃/M̃) = {e}

hat nun die Eigenschaft, daß Gal(M̃/M̃i+1) ⊂ Gal(M̃/M̃i) ein Normalteiler ist (da
M̃i ⊂ M̃i+1 normal ist), und Gal(̃M/M̃i)/Gal(M̃/M̃i+1) = Gal(M̃i+1/M̃i) ist zyklisch,
insbesondere abelsch.

Also ist Gal(M̃/K) auflösbar. Wir können Gal(L/K) als Untergruppe in Gal(̃M/K)
auffassen. Also ist auch Gal(L/K) auflösbar. �
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4.9. Die allgemeine polynomiale Gleichung vom Grad≥ 5 ist nicht auflösbar.
Sei F ein Körper undF[X1, . . . ,Xn] der Polynomring überF in n Variablen,L =
F(X1, . . . ,Xn) sein Quotientenkörper. Die symmetrische GruppeSn operiert aufL
(durch Ringhomomorphismen) mittels Vertauschens der Variablen: Einemσ ∈ Sn

ordnen wir den Ringhomomorphismus zu, dera ∈ F auf sich abbildet undXi auf
Xσ(i). SeiK = LSn der Fixkörper.

Übung4.30. Das PolynomP(T) =
∏n

i=1(T − Xi) ist in K[T], und K ⊂ L ist sein
Zerfällungskörper. Insbesondere istK ⊂ L normal. Die offensichtliche Abbildung
Sn→ Gal(L/K) ist ein Isomorphismus.

Die Koeffizienten vonP(T) heißen dieelementarsymmetrischen Polynome. Sie
sind algebraisch unabhängig überK. Deshalb nennt man die GleichungP(T) = 0
auch dieallgemeine Gleichung n-ten Grades(vgl. Kapitel 5.1).

Satz 4.31.SeicharK = 0. Dann ist die allgemeine Gleichung n-ten Grades nicht
auflösbar für n≥ 5.

Beweis.Das folgt sofort aus Satz 4.29, der obigenÜbung und der Tatsache, daß die
GruppeSn für n ≥ 5 nicht auflösbar ist (Satz 1.85). �

Es kann also keine Formel für die Nullstellen eines Polynomsn-ten Grades geben
für n ≥ 5. Istn = 2, 3, 4, so istSn auflösbar und es gibt tatsächlich Formeln für die
Nullstellen (Mitternachtsformel, Cardanosche Formel, vgl. Bosch: Algebra, Kapitel
6).

4.10. Der algebraische Abschluß.Wir wollen zeigen, daß jeder Körper sich in
einen algebraisch abgeschlossenen Körper einbetten läßt.

Erinnerung: Ein KörperK heißtalgebraisch abgeschlossen, falls jedes nicht kon-
stante PolynomP ∈ K[X] eine Nullstelle inK hat. Wir haben gezeigt in Satz 2.19,
daß dies äquivalent dazu ist, daß jedes Polynom inK[X] über K in Linearfaktoren
zerfällt.

SeiK ein Körper.

Definition 4.32. Eine algebraische ErweiterungK ⊂ K mit algebraisch abgeschlos-
senemK heißtalgebraischer Abschlußvon K.

Satz 4.33.Zu jedem Körper K gibt es einen algebraischen Abschluß K⊂ K. Je
zwei algebraische Abschlüsse sind isomorph: Ist K⊂ K

′
ein weiterer algebraischer

Abschluß, so gibt es einen Isomorphismusφ : K → K
′
mit φ|K = idK.

Der Beweis der Existenz und Eindeutigkeit eines algebraischen Abschlusses be-
nutzt transzendente Methoden der Mengenlehre, nämlich das Lemma von Zorn. Für
dessen Formulierung brauchen wir den Begriff einer partiellen Ordnung auf einer
MengeX. Ist alsoX eine Menge, so ist eine partielle Ordnung aufX eine Relation
≤⊂ X × X mit den Eigenschaften

(1) x ≤ x für alle x ∈ X,
(2) ausx ≤ y undy ≤ x folgt x = y für alle x, y ∈ X und
(3) ausx ≤ y undy ≤ z folgt x ≤ z für alle x, y, z ∈ X.

Gilt zusätzlich für allex, y ∈ X entwederx ≤ y odery ≤ x, so nennt man≤ eine
totale Ordnung.
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Beispiele4.34. Die natürlichen Zahlen≥ 1 sind partiell, aber nicht total geordnet
bzgl. der Teilbarkeitsrelation:n ≤ m genau dann, wennn | m. Die Menge aller
Teilmengen einer Menge ist partiell geordnet bzgl. Inklusion. Letzteres ist eine To-
talordnung genau dann, wennX höchstens ein Element enthält.

Ist (X,≤) eine partiell geordnete Menge undY ⊂ X eine Teilmenge, so heißt
x ∈ X eineobere Schrankefür Y, falls y ≤ x für alle y ∈ Y gilt. Ein Elementx ∈ X
mit der Eigenschaft, daß ausy ≤ x für y ∈ X folgt, daßx = y, heißtmaximales
Elementin X.

Lemma 4.35(Lemma von Zorn). Ist (X,≤) eine partiell geordnete Menge, so daß
jede total geordnete Teilmenge Y⊂ X eine obere Schranke besitzt, so gibt es in X
mindestens ein maximales Element.

Man kann das Lemma von Zorn aus dem Auswahlaxiom herleiten. Es lautet:

Jede surjektive Abbildung zwischen zwischen zwei Mengen besitzt ein
Rechtsinverses.

Das Lemma von Zorn und das Auswahlaxiom sind sogar äquivalent. Beide Aus-
sagen können weder bewiesen noch widerlegt werden innerhalb der klassischen
Mengenlehre und werden deshalb als Axiom hinzugefügt.

Beweis des Satzes.SeiF = K[X] \ K die Menge aller nicht konstanten Polynome.
Wir betrachten den PolynomringR = K[Xf ] f∈F in unendlich vielen VariablenXf

und darin das von den Polynomenf (Xf ) erzeugte IdealF. Dies ist ein echtes Ideal,
denn sonst gibt esg1, . . . , gn ∈ Rund f1, . . . , fn ∈ F mit

1 = g1 f1(Xf1) + · · · + gn fn(Xfn).

Ist nunK ⊂ L ein Erweiterungskörper vonK, indem allefi Nullstellen haben (die-
sen gibt es nach Satz 3.29), so könnten wir diese Nullstellen einsetzen und erhielten
1 = 0.

Die Menge aller echten Ideale inR ist bzgl. Inklusion partiell geordnet, und die
Vereinigung einer total geordneten Menge von echten Idealen ist ein echtes Ideal
(denn die 1 ist in keinem Ideal enthalten, also auch nicht in der Vereinigung). Nach
dem Lemma von Zorn gibt es also ein maximales echtes IdealJ ⊂ Rmit I ⊂ J.

Wir definieren dannK1 := R/J. K1 ist ein Körper und wird überK erzeugt von
den Nebenklassen derX f , undX f ist eine Nullstelle vonf . K ⊂ K1 ist also erzeugt
von algebraischen Elementen und deshalb eine algebraischeKörpererweiterung.
Nun hat jedes Polynom ausK[X] in K1 eine Nullstelle. Wir wiederholen obige Kon-
struktion und finden eine KörpererweiterungK1 ⊂ K2, so daß jedes nicht-konstante
Polynom ausK1[X] in K2 eine Nullstelle hat. Wir erhalten eine Körperkette

K ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ . . .

und definierenK als die Vereinigung allerKi. Die ErweiterungK ⊂ K ist algebra-
isch, da jedes Element ausK schon in einemKi liegt undK ⊂ Ki algebraisch ist.
Außerdem istK algebraisch abgeschlossen, den istP ∈ K[X], so liegen die Koeffi-
zienten vonP schon in einemKi , also hatP in Ki+1, also auch inK, eine Nullstelle.
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Zur Eindeutigkeit: SeienK ⊂ K und K ⊂ K
′

algebraische Abschlüsse. Wir be-
trachten die Menge

X =











(L, L′, φ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

K ⊂ L ⊂ K, K ⊂ L′ ⊂ K
′
sind Zwischenkörper,

φ : L
∼→ L′ ist Isomorphismus überK











.

Diese Menge trägt eine partielle Ordnung: wir definieren (L, L′, φ) ≤ (M,M′, ψ)
falls L ⊂ M, L′ ⊂ M′ undψ|L = φ. Ist Y ⊂ X eine total geordnete Teilmenge, so
ist (

⋃

L,
⋃

L′,
⋃

φ) ∈ X (die Vereinigung sollen über alle (L, L′, φ) ∈ Y genommen
werden) eine obere Schranke fürY.

Wir finden nach dem Lemma von Zorn also ein maximales Element (L, L′, φ) ∈
X. Wir wollen zeigen, daßL = K und L′ = K

′
ist, alsoφ : K → K

′
uns den

gewünschten Isomorphismus liefert. IstL , K, so gibt es eina ∈ K \ L. SeiP das
Minimalpolynom vona überL (a ist algebraisch überK, also auch überL). Dann
hatφ(P) eine Nullstelleb in K

′
. Nach Satz 3.39 läßt sichφ also fortsetzen zu einem

Isomorphismusφ : L(a) → L′(b), was unserer Maximalität widerspricht. Also ist
L = K. Dann istL′ = φ(L) ⊂ K

′
ein algebraisch abgeschlossener Körper. Jedes

b ∈ K
′
ist aber algebraisch überL′, ist in L′ also schon enthalten. Damit istL′ = K

′
,

was zu zeigen war. �

Die folgenden beiden Sätze wurden in der Vorlesung im Wintersemester 2006/07
nicht behandelt.

Satz 4.36.Sei K ein Körper und K⊂ K sein algebraischer Abschluß. Dann läßt
sich jede algebraische Erweiterung K⊂ L in K ⊂ K einbetten, d.h. es gibt eine
Ausdehnungφ : L→ K von K⊂ K.

Beweis. Ist L ⊂ L ein algebraischer Abschluß vonL. Dann istK ⊂ L ebenfalls ein
algebraischer Abschluß, es gibt also einen Isomorphismusφ : L→ K, insbesondere
also eine EinbettungL→ K überK. �

Satz 4.37.Sei K ein Körper und K⊂ K sein algebraischer Abschluß. Eine endliche
algebraische Körpererweiterung K⊂ L ist

(1) normalgenau dann, wenn je zwei Einbettungen L→ K über K dasselbe
Bild haben, und

(2) separabelgenau dann, wenn es genau[L : K] verschiedene Einbettungen
φ : L→ K gibt.

Anmerkung4.38. Die Charakterisierungen im Satz werden in der Literatur oftmals
auch als Definitionen benutzt. Die Anzahl der Einbettungenφ : L → K wird auch
derSeparabilitätsgradvon K ⊂ L genannt.

Beweis. Ist K ⊂ L normal, so wird das Bild jeder EinbettungL → K von den
Nullstellen der Minimalpolynome aller Elemente ausL erzeugt, ist also unabhängig.

Sei andererseits das Bild jeder EinbettungL → K unabhängig von der Wahl.
Wir wählen eine feste EinbettungL ⊂ K. SeiP ∈ K[X] ein irreduzibles Polynom,
das eine Nullstellea ∈ L hat. Seib ∈ K eine weitere Nullstelle. Dann gibt es
eine Ausdehnungφ : K(a) → K mit a 7→ b, und eine weitere Ausdehnung dieser
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Abbildung zuφ : L → K. Nach Voraussetzung istφ(L) = L, insbesondere liegtb
schon inL und damit zerfälltP überL schon vollständig. Also istK ⊂ L normal.

Im Fall separabler Erweiterungen haben wir die Aussage schon in Satz 3.54 ge-
zeigt. �

5. D T  π

Die Zahlπ ist für uns die kleinste positive reelle Zahl miteiπ = −1.

Satz 5.1(Ferdinand von Lindemann, auf dem Freiburger Schloßberg, 1882). Die
Zahlπ ist transzendent überQ.

Zum Beweis des Satzes brauchen wir Resultate übersymmetrische Polynome.

5.1. Symmetrische Polynome.Sei R ein beliebiger Ring undR[X1, . . . ,Xn] der
Polynomring überR in n Variablen. Seiσ ∈ Sn. So definiertσ einen Ringhomo-
morphismusσ : R[X1, . . . ,Xn] → R[X1, . . . ,Xn], den wir ebenfalls mitσ bezeich-
nen, durchr 7→ r für alle r ∈ R undXi 7→ Xσ(i).

Definition 5.2. Ein PolynomP ∈ R[X1, . . . ,Xn] heißtsymmetrisch, fallsσ(P) = P
gilt für alleσ ∈ Sn.

Beispiel5.3. 1,X1 + X2,X1X2 − 1 ∈ R[X1,X2] sind symmetrisch,X1 − X2,X1 ∈
R[X1,X2] nicht.

Summen und Produkte symmetrischer Polynome sind symmetrisch. Wir bezeich-
nen mitR[X1, . . . ,Xn]Sn ⊂ R[X1, . . . ,Xn] den Unterring der symmetrischen Polyno-
me. Seien die Polynomes1, . . . , sn ∈ R[X1, . . . ,Xn] definiert durch folgende Glei-
chung im RingR[X1, . . . ,Xn][T]:

(T − X1) · · · · · (T − Xn) = Tn − s1T
n−1 + s2T

n−2 ± . . . ± sn.

Das Polynom links bleibt invariant unter Permutationen derXi, folglich sind die
Koeffizientens1, . . . , sn rechts symmetrische Polynome. Man nennt sie dieelemen-
tarsymmetrischen Polynome. Beispielsweise ists1 = X1+· · ·+Xn undsn = X1·· · ··Xn.

Satz 5.4.Jedes symmetrische Polynom läßt sich schreiben als Polynom in den ele-
mentarsymmetrischen Polynomen. Die elementarsymmetrischen Polynome sind al-
gebraisch unabhängig über R. Es ist also

R[X1, . . . ,Xn]
Sn = R[s1, . . . , sn].

(Rechts ist der Polynomring in den “Variablen” s1, . . . , sn gemeint, nicht nur der
von den si erzeugte Unterring.)

Beweis. Natürlich ist der vons1, . . . , sn überR erzeugte Ring in der linken Seite
enthalten. Wir müssen also die Umkehrung zeigen. Für einn-Tupelα = (i1, . . . , in) ∈
Nn natürlicher Zahlen seiXα = Xi1

1 · · ·X
in
n . Jedes PolynomP ∈ R[X1, . . . ,Xn] läßt

sich dann schreiben als SummeP =
∑

α∈Nn cαXα für eindeutig bestimmtecα ∈ R,
und fast allecα verschwinden.

Wir betrachten nun aufNn die lexikografische Anordnung, definiert durch

(i1, . . . , in) ≥ ( j1, . . . , jn) falls i1 > j1 oderi1 = j1
und (i2, . . . , in) ≥ ( j2, . . . , jn).
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SeiP ∈ R[X1, . . . ,Xn]Sn, P =
∑

α∈Nn cαXα
, 0 und seiα = (i1, . . . , in) der bzgl. unse-

rer Anordnung maximale Index mitcα , 0 (diesen nennen wir im folgenden Leit-
index). DaP symmetrisch ist, gilti1 ≥ i2 ≥ · · · ≥ in. Das Polynomsi1−i2

1 · · · sin−1−in
n−1 sin

n

hat ebenfalls den Leitindexα und ist symmetrisch. Dann hatP−cαsi1−i2
1 · · · sin−1−in

n−1 sin
n

kleineren Leitindex und ist ebenfalls symmetrisch. Da es keine unendlichen mo-
noton abfallenden Folgen in der lexikographischen Anordung gibt, können wir per
Induktion annehmen, daßP − cαsi1−i2

1 · · · sin−1−in
n−1 sin

n ∈ R[s1, . . . , sn]. Dann ist auch
P ∈ R[s1, . . . , sn].

Wir müssen noch zeigen, daßs1, . . . , sn algebraisch unabhängig sind überR. Ist
nun eine Linearkombination von Monomensm1

1 · · · · · s
mn
n gleich Null, so müssen alle

Koeffizienten verschwinden, da diese Monome paarweise verschiedene Leitindizes
haben. (sm1

1 · · · · · s
mn
n hat Leitindex (m1 + · · · +mn,m2 + · · · +mn, . . . ,mn).) �

5.2. Der Beweis des Satzes von Lindemann.Wir nehmen an,π sei nicht transzen-
dent, also algebraisch überQ. Dann ist auchiπ algebraisch und erfüllt damit eine
polynomiale GleichungQ(iπ) = 0 mit Koeffizienten inQ. Die komplexen Nullstel-
len dieser Gleichung seienα1 = iπ, α2, . . . ,αm. Also ist

∏n
i=1(X − αi) ∈ Q[X].

Lemma 5.5. Ist P ∈ Q[T1, . . . ,Tn]Sn ein symmetrisches Polynom, so ist P(α1, . . . , αn) ∈
Q.

Beweis des Lemmas. Pist ein Polynom in den elementarsymmetrischen Polyno-
men, mit Koeffizienten inQ. Setzen wir dieαi aber in ein elementarsymmetrisches
Polynom ein, erhalten wir eine rationale Zahl, da

∏n
i=1(X − αi) ∈ Q[X]. �

Wegeneα1 = −1 ist

0 = (1+ eα1) · · · (1+ eαn)

= 1+ eα1 + · · · + eαn + eα1+α2 + · · · + eα1+···+αn

= 1+ eγ1 + · · · + eγr .

Wir haben hier dieγi durch Ausmultiplizieren erhalten, dieγi sollen also alle Aus-
drückeα1, . . . , αn, α1 + α2, . . . , α1 + · · · + αn durchlaufen.

Nun ist
r

∏

i=1

(X − γi) ∈ Q[X],

denn die Koeffizienten dieses Polynoms sind symmetrisch in denγi, also auch sym-
metrisch in denα1, . . . ,αn. Diese Aussagen führen wir nun zum Widerspruch.

Satz 5.6.Es kann keine Zahlenγ1, . . . , γr ∈ C geben, so daß
r

∏

i=1

(X − γi) ∈ Q[X]

und
eγ1 + · · · + eγr ∈ Z<0.

Beweis. Wir können alleγi, die= 0 sind, ignorieren und nehmen deshalb an, alle
γi seien nicht Null. Seic ∈ Z so, daßθ(X) := c

∏r
i=1(X − γi) ∈ Z[X]. Die Zahlen

d = cγ1 . . . γr ∈ Z (d ist nicht Null) undf = eγ1+ · · ·+eγr ∈ Z<0 brauchen wir später.
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Für beliebigesn ∈ N setzen wirs= rn − 1 und definieren

P(X) = Pn(X) = csXn−1 θ(X)n

(n− 1)!
,

ein Polynom inQ[X] vom Gradrn + n− 1 = s+ n. Sei

F(X) = P(X) + P′(X) + P′′(X) + . . . .

Wir betrachten unsere Polynome nun als differenzierbare Abbildungen vonR
nachR. Um das zu kennzeichnen, schreiben wir von nun abP(x) stattP(X). Wir
berechnen

d
dx

(

e−xF(x)
)

= −e−xF(x) + e−x d
dx

F(x)

= −e−x (P(x) + P′(x) + . . .
)

+ e−x (P′(x) + P′′(x) + . . .
)

= −e−xP(x).

Also ist, für allex ∈ R,

−
∫ x

0
e−yP(y)dy= e−xF(x) − F(0).

Setzen wiry = λx und multiplizieren mitex, so erhalten wir

F(x) − exF(0) = −xex

∫ 1

0
e−λxP(λx)dλ.

Wir schließen, daß diese Identität auch fürkomplexe x∈ C gültig ist, da wir sie
als Identität im Ring der PotenzreihenR[[ x]] lesen können. Nun setzen wir fürx die
Zahlenγ1, . . . , γr ein und summieren. Es ergibt sich

r
∑

i=1

F(γi) − f · F(0) = −
r

∑

i=1

γie
γi

∫ 1

0
e−λγi P(λγi)dλ.

Strebt nunn gegen unendlich, so konvergiert der Ausdruck rechts gegen Null, da

sup
0≤λ≤1

|P(λγi)| ≤
const

(n− 1)!
· sup

0≤λ≤1
{(|λγi | + 1)|θ(λγi)| + 1}n n→∞−→ 0.

Wir erhalten den gewünschten Widerspruch, wenn wir folgende Behauptung bewei-
sen:

Behauptung:Ist n = p prim und genügend groß, so ist
∑r

i=1 F(γi) + f · F(0) eine
ganze Zahl ungleich Null.

Begründung:Wir zeigen zunächst, daß
r

∑

i=1

P(t)(γi) ∈ nZ

für alle t ∈ N. Wenn wirP(X) t-mal ableiten, erhalten wir ein Polynom inX, θ(X)
und den Ableitungen vonθ nach der Produktregel. Wir können nach Potenzen von
θ(X) ordnen und erhalten

P(t)(X) = Qn · θ(X)n + · · · + Q1 · θ(X) + Q0,

wobei dieQi Polynome inX und den Ableitungen vonθ(X) sind. Ein Beitrag zu
Q0 entsteht durch mindestensn-faches Ableiten vonθ(X)n. Wir erkennen, daßQ0 =

n · csQ̃0, wobeiQ̃0 ein Polynom inX mit ganzzahligenKoeffizienten ist.
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Wegenθ(γi) = 0 ist
r

∑

i=1

P(t)(γi) =
r

∑

i=1

Q0(γi) = ncs
r

∑

i=1

Q̃0(γi).

Nun ist
∑r

i=1 Q̃0(γi) ein symmetrisches Polynom in denγi mit ganzzahligen Koef-
fizienten. Der Grad voñQ0 ist jedochhöchstens rn+ n − 1 − n = s. Damit läßt
sich

∑r
i=1 Q̃0(γi) als Polynom mitZ-Koeffizienten vom Grad höchstenss in den ele-

mentarsymmetrischen Polynomen derγ1, . . . , γr schreiben. Setzen wir dieγ1, . . . , γr

aber in ein elementarsymmetrisches Polynom ein, erhalten wir eine Zahl ausZc . Also
ist cs∑r

i=1 Q̃0(γi) eine ganze Zahl und damit
∑r

i=1 P(t)(γi) ∈ nZ.

Nun betrachten wirF(0). Es istP(t)(0) = 0 für 0≤ t < n−1, P(n−1)(0) = csθ(0)n =
dn, undP(t)(0) ∈ nZ, falls n ≤ t.

Insgesamt ist also
r

∑

i=1

F(γi) + f · F(0) ∈ f csdn + nZ.

Wählen wir nunn = p prim und so groß, daßp wederc, d noch f teilt, so steht
links eine nicht verschwindende, ganze Zahl. Das war unsereBehauptung. �
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