1.

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.
1.8.
1.9.

ALGEBRA

PETER FIEBIG

ZusamMENFASSUNG. Dies ist das Skript zur Vorlesung Algebra im Wintersemeste
200607. Die funf wesentlichen Themen der Vorlesung waren GeapRinge,
Korper, Galoistheorie und die Transzendenz xon

| NHALTSVERZEICHNIS
Gruppen
Homomorphismen von Gruppen
Untergruppen

Der Satz von Cayley

Der grof3te gemeinsame Teiler

Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung

Normalteiler und Faktorgruppen

Zyklische Gruppen

Der chinesische Restsatz

Der Hauptsatz fur endlich erzeugte abelsche Gruppen

1.10. Freie abelsche Gruppen
1.11. Torsionsgruppen

1.12. Kompositionsreihen

1.13. Operationen von Gruppen
1.14. Konjugationsklassen
1.15. Sylow Untergruppen

1.16. Auflosbare Gruppen

1.17.

2.

2.1
2.2.
2.3.
2.4
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.

Symmetrische und alternierende Gruppen
Ringe

Ideale

Primkorper

Potenzreihen und Polynomringe
Nullstellen von Polynomen
Primideale und maximale Ideale
Der chinesische Restsatz
Irreduzible und prime Elemente
Faktorielle Ringe
Hauptidealringe

2.10. Euklidische Ringe

10

11
12
15
16
17
18
19
20

21
23
24

25
25

27
27

28
29
29
30



2 ALGEBRA

2.11. Der Quotientenkorper 30
2.12. Primfaktorzerlegung in Polynomringen 32
2.13. Das Eisensteinkriterium 33
2.14. Kreisteilungspolynome 34
3. Korper 35
3.1. Korpererweiterungen 35
3.2. Algebraische Korpererweiterungen 37
3.3. Mit Zirkel und Lineal konstruierbare Zahlen 38
3.4. Die Quadratur des Kreises 41
3.5. Einschub: Endliche Untergruppen der Drehgruppe 41
3.6. Endliche Korper 42
3.7. Zerfallungskorper 44
3.8. Normale Korpererweiterungen 46
3.9. Separable Korpererweiterungen 47
4. Galoistheorie 50
4.1. Die Galoisgruppe 50
4.2. Galoiserweiterungen 51
4.3. Die Galoiskorrespondenz 51
4.4. Der Hauptsatz der Algebra 53
4.5. n-te Einheitswurzeln 53
4.6. Galoisgruppen der Kreisteilungskorper 54
4.7. Adjunktionn-ter Wurzeln 56
4.8. Auflosbarkeit polynomialer Gleichungen in Charaistéc Null 58
4.9. Die allgemeine polynomiale Gleichung vom Geadb ist nicht

auflosbar 60
4.10. Der algebraische Abschlul3 60
5. Die Transzendenz von 63
5.1. Symmetrische Polynome 63
5.2. Der Beweis des Satzes von Lindemann 64

1. GrupPEN

Definition 1.1. Eine Halbgruppeist eine MengeM, auf der eine assoziative Ver-
knupfung:: MxM — M, (a,b) — a-berklartist (also gilté-b)-c=a-(b-c) fur
allea, b, c € M). Die Halbgruppe heifltommutatiyoderabelschwenna-b=b-a
fur allea,b € M qilt.

Beispielel.2 (1) SeiX eine Menge. Die Menge AbK{] aller Abbildungen von
X nachX zusammen mit der Verkniipfung von Abbildungen ist eine Halb
gruppe. AbbX) ist genau dann kommutativ, wexXonur aus einem Element
besteht.
(2) Die Menge der natiurlichen Zahléh = {0,1,2,...} mit der Addition ist
eine kommutative Halbgruppe.
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Anmerkungl.3. Die Verkniupfung wird auctMultiplikation genannt odeAdditi-
on, wenn die Gruppe kommutativ ist. Im kommutativen Fall ndtrean die Ver-
knupfung oft auch durch+” statt “”.

Definition 1.4. Ein Element einer Halbgrupp# heil3tlinksneutral wenne-a = a
gilt fur alle a € M. Entsprechend hei§te M rechtsneutrglwenna- f = agilt fur
alleae M.

Lemma 1.5. Gibt es in der Halbgruppe M sowohl ein linksneutrales Elengeals
auch ein rechtsneutrales Element f, so gift €.

Beweis.e=e- f = f. O

Definition 1.6. Ein sowohl links- als auch rechtsneutrales Element heitdatra-
le ElementdasEinselementdie Einsoder auch, im abelschen Fall, ddsllelement
oder dieNull in M.

Wir schreiben auch oft, fir das neutrale Element in der Halbgrugde
Sei nunM eine Halbgruppe mit Einselemeat

Definition 1.7. Sinda,b € M und gilta- b = e, so heil3a ein Linksinversesonb,
und entsprechenlolein Rechtsinversegon a.

Lemma 1.8. Hat a ein Linksinverses aind ein Rechtsinverse$ aso gilt & = a”.

Beweis. &= a -e=a -a-a’=e-a’ =a’. O

Definition 1.9. Ein zu a sowohl linksinverses als auch rechtsinverses Eleraent
heiRt dadnversezu a und wird mita=1, und im abelschen Fall mita, bezeichnet.

Definition 1.10. EineGruppeist eine Halbgruppe, in der ein neutrales Element und
zu jedem Element ein Inverses existieren.

Beispielel.11 (1) Z mit*+".

(2) Q mit“+".

(3) Q\ {0} oderQ.o mit “-".

(4) Ist X eine Menge, so ist SyM| = {f € Abb(X) | f ist bijektiv} mit der
Verkniuipfung von Abbildungen eine Gruppe, dignmetrische Gruppgber
X. Wir definierenS, := Sym(1,...,n}).

(5) IstV ein Vektorraum, soistGI) = {f: V — V| fistlinear und invertierbar
eine Gruppe, diéneare GruppeiberV.

1.1. Homomorphismen von Gruppen. SeienG, H Gruppen.

Definition 1.12. Eine Abbildung¢: G — H heilstHomomorphismus von Gruppen
oder kurzZHomomorphismudalls fur allea, b € G gilt ¢(a- b) = ¢(a) - ¢(b).

Lemma 1.13.Ist¢: G — H ein Homomorphismus, so isfes) = e4 undg(a™) =
#(@)t furalle ae G.

Beweis. Es ist¢(eg) - ¢(es) = ¢(es - €s) = ¢(es), und wir erhalten die Gleichung
#(es) = ey durch Linksmultiplikation mitp(eg)~2. Dann istey = ¢(eg) = ¢(a? -
a) = ¢(a?) - ¢(a), also istp(a?) invers zup(a). i
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Definition 1.14. Ein Homomorphismug: G — H heil3t

e injektiv, falls ausp(a) = ¢(b) folgta = b,
e surjektiy falls fur alleb € H eina e G existiert mitg¢(a) = b,
e bijektivoder einlsomorphismudalls ¢ injektiv und surjektiv ist.

Wir sagen, zwei Gruppe@® und H sindisomorphund schreibers = H, falls es
einen Isomorphismusg: G — H gibt.

Anmerkungdl.15 Eine Abbildung ist genau dann bijektiv, wenn sie invertaerlst
(als Abbildung zwischen Mengen).

Ubung1.16 (1) Sind¢: G - Hundy: H — | Homomorphismen von Grup-
pen, so ist aucly o ¢: G — H ein Homomorphismus von Gruppen.
(2) Die inverse Abbildung eines bijektiven Homomorphisnaiebenfalls ein
Homomorphismus.

Die Notationenp: G—H, ¢: G—H, ¢: G — H sollen im folgenden injektive,
surjektive bzw. bijektive Abbildungen bezeichnen.

1.2. Untergruppen.

Definition 1.17. Eine TeilmengdJ c G einer Gruppe heildUntergruppewenn sie
stabil ist unter der Verknuipfung (d.h. siagb in U, so aucha- b) und mittels dieser
Verknupfung selbst eine Gruppe ist.

Anmerkungl.18 Notwendigerweise ist dann das neutrale Elemend iauch das
neutrale Element its, und analoges gilt fur das Inverse eines ElemarddJ.

Beispielel.19 (1) Jede Grupp& enthalt dietrivialen Untergrupperies} und
G.
(2) Istme Z, soistdie MengeZ = {nm|neZ}={...,-2m —-m,0,m,2m,...}
eine Untergruppe Voa&.

Lemma 1.20. Jede Untergruppe Vvo# ist von der Form & fur ein eindeutig be-
stimmtes n& N.

Beweis.SeiH c Z eine Untergruppe. 13t = {0}, so konnen und missen wir= 0
wahlen. Ansonsten sen € H die kleinste positive Zahl itd (eine solche gibt es,
denn mitmist auch-m € H). Wir wollen H = mZ zeigen. Naturlich gilmz c H.
Istx e H\ mZ undx > 0, so kbnnen wir € Z maximal wahlen mitm < x. Also
istx—rm e H und 0< x— rm < m, was der Wahl vom widerspricht.

IstH = mz # {0}, so istm eindeutig bestimmt als die kleinste positive ZahHn
O

SindH,H’” c G Untergruppen, so ist audd N H’ c G eine Untergruppe. Ist
X c G eine Teilmenge, so kdnnen wir dé®n X erzeugte Untergruppefinieren
als

(X = M HcG.
XcHcG, H Untergruppe
(X) ist die kleinste Untergruppe vda, die X enthalt.

Lemma und Definition 1.21. Sei¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus.
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(1) Die Mengeker¢ := {g € G| ¢(g) = €} ist eine Untergruppe von G und heifl3t
derKernvong.

(2) Die Mengeim¢ := {h € H | es gibtein ge G mit¢(g) = h} ist eine Unter-
gruppe von H und heil3t dddild vone.

Beweis. Sinda, b € kerg, sog(a-b) = ¢(a) - ¢(b) = e4 - e4 = ey, also ist kep
abgeschlossen unter der Verknuipfung. Aus 1.13 folgt, &a kerg und mita
auchaim Kern vong liegt.

Isth = ¢(9),I" = ¢(g) € im¢, soh- I = ¢(g) - ¢(9) = #(9- 9') € im ¢, also ist
im ¢ abgeschlossen unter der Verknupfung. Aus 1.13 folgt,ea im ¢ und mit
h auchh~ im Bild von ¢ liegt. i

Lemma 1.22. Ein Gruppenhomomorphismys G — H ist injektiv genau dann,
wennker¢ = {e}.

Beweis. Ist ¢ injektiv, so folgt ausp(g) = ey = ¢(es) schong = &g, also kew =
{eg). Ist kerg = {eg} und¢(a) = ¢(b), so istp(ab™) = ey, alsoab™ = e; oder
a = b, also istg injektiv. |

1.3. Der Satz von Cayley.

Satz 1.23.Jede Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe einer syniscagn
GruppeSym(X).

Beweis. Wir wahlenX = G als Menge. Fug € G ist die Abbildungiy: X —
X, 44(h) = gh eine bijektive Abbildung vorX nachX (die inverse Abbildung ist
offenbarig-1). Dies definiert uns eine Abbildung

1:G — SymiX)
g = Ag

Offenbar istlgy = Ag o Ay, also ist ein Homomorphismus von Gruppen. fgt=
idy, das neutrale Element in Sy so giltgx = x fur alle x € X, alsog = &g.
Damit istA injektiv und induziert damit einen Isomorphism@s= im A ¢ Sym(X).
i

1.4. Der grofte gemeinsame Teiler.Seiena, b € Z.

Definition 1.24. aist ein Teiler von b (odera teilt b), wenn es eine Zakll gibt mit
a-d = b. In diesem Fall schreiben wab.

Sinda, b € Z nicht beide Null, so gibt es eine grof3te Zaht N mit der Eigen-
schaft, daltl sowohla als auchb teilt. Sie heil3t degrofite gemeinsame Teileon
a undb und wird mitd = ggT(a, b) abgekirzt.

Die Zahlena, b € Z, beide nicht Null, heiReteilerfremd wenn ggTé, b) = 1.
Satz 1.25.Seien ab € Z und nicht beide Null. So gibt esge Z mit
ggT(@ b) =ra+ sh
Insbesondere: Teilt d sowohl a als auch b, so teilt d aggh(a, b).
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Beweis.Es ist

(@ZUDbZ)y={ra+sb|r,seZ}
eine Untergruppe VoR&, also existiert > 0 mitcZ = {ra+ sb| r,s € Z}. Dann
ista = cd; undb = cd,, cist also ein gemeinsamer Teiler varundb und es gibt
r,se Z mitc = ra+ sh Der ggTé, b) teilt die rechte Seite dieser Gleichung, also
auchc, folglich c = ggT(a, b). |

1.5. Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.

Definition 1.26. EinePrimzahlist eine Zahlp € N, p > 1, die genau zwei positive
Teiler hat, namlich 1 ung.

Satz 1.27.Fur jede naturliche Zahl n> 2 gibt es bis auf Reihenfolge eindeutig
bestimmte Primzahleryp .., p, mitn=p;--- pr.

Beweis. Wir zeigen die Existenz solcher Primzahlen per Induktionhna Fur
n = 2 gibt es eine solche Zerlegung. $eb 2 undp die kleinste Zahk 1, dien
teilt. Dann istp eine Primzahl und = p-n” und eine Primzerlegung vam (existiert
nach Induktionsvoraussetzung) liefert uns eine Primgearig vonn.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, benutzen wir folgendes Lemm

Lemma 1.28. Sei p eine Primzahl. Ist p Teiler von-&, so ist p ein Teiler von a
oder von b.

Beweis.lIst p kein Teiler vona, so ist ggT4, p) = 1. Es gibt, nach Satz 1.25 Zahlen
r,seZmitl=rp+ sa Alsogiltb = rpb + sah und dap die beiden Summanden
der rechten Seite teilt, teifi auch die linke Seite. |

Seinum = p;--- Py = 0; - - - gs Produkt von Primzahlep,, ..., p, undq, ..., Qs.
So gibt es, nach dem Lemma, gimit p,|q;, alsop; = g;. Dann istp,---p; =
01 - -gj-1Qj+1 - - Gs, Und per Induktion kdnnen wir annehmen, dafil = s—1 und
P2, ..., Prundqy, ..., j-10j+1. . - - » ds bis auf Reihenfolge Gbereinstimmen. Also ist
r=sundpy,...,prunddq,...,gs stimmen bis auf Reihenfolge tberein. O

1.6. Normalteiler und Faktorgruppen. SeiG eine GruppeH c G eine Unter-
gruppe undy € G. Wir definieren

gH {ghe G| h € H}, dieLinksnebenklasse von g unter thd
Hg = {hge G|he H}, dieRechtsnebenklasse von g unter H

Ist G kommutativ, so stimmen Links- und RechtsnebenklassanliGit tiberein.
Lemma 1.29. Zwei Linksnebenklassen sind entweder disjunkt oder gl&ialei
Rechtsnebenklassen sind entweder disjunkt oder gleich.

Beweis. Nur fur Linksnebenklassen: Ist e gH N g’H, so gibt esh,h" € H mit
X = gh= gh. Alsoistg = gh'h™! € g’H und damitgH c g’H. Analog erkennt
mang'H c gH. |

Fur alleg, g’ € G gilt also
gHNgH#0 o gH=gH © g'g € H.
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Definition 1.30. Wir bezeichnen miG/H die Menge der Linksnebenklassen von
G unterH und mitH\G die Menge der Rechtsnebenklassen GomnterH.

Beispiell.31 G = Z, H = mZ fur einm > 0. Dann liegem, b € Z in derselben
Linknebenklasse untanZ genau dann, wenh = a + kmfir ein k € Z, wenn
alsob — a teilbar ist durchm, wenn alsab und a bei Teilung durchm denselben
Rest lassen. Wir sagen dann, ga@nd b kongruent modulo sind, und schreiben
hierfura=b modm.

Die moglichen Reste sind 0.., m— 1. Es gibt also genam Linksnebenklassen.
Die MengeZ/mz hat alsom Elemente, die wirdurcB=0+mz,1=1+n1Z, ...,
m-1=m- 1+ mZ bezeichnen.

Fur eine endliche Meng¥ bezeichnéX| die Anzahl der Elemente iX. Ist G
eine endliche Gruppe, so nennen ¥@f auch dieGruppenordnungonG.

Satz 1.32(Satz von Lagrange)Sei G eine endliche Gruppe unddG eine Unter-
gruppe. So ist die Gruppenordnung von H ein Teiler der Gruopegnung von G.
Genauer gilt:

Gl = [H[-IG/H| = [H| - [H\G].

(Insbesondere ist die Anzahl der Linksnebenklassen akichgber Anzahl der
Rechtsnebenklassen.)

Beweis. Wir beweisen nur die Gleichun| = |H| - |G/H]|, die andere kann man
analog beweisen. Naturlich liegt jedes Elemegrd G in der NebenklassgH, an-
dererseits sind verschiedene Nebenklassen disjunkt.ié eso zu zeigen, dald
jede Nebenklasse gengt| Elemente enthalt. Dazu wahlen wir eine Nebenklasse
gH € G/H und betrachten die Abbildun§: H — gH, f(h) = gh. f ist sicher-
lich surjektiv. f ist aber auch injektiv, denn agh = gh' folgt h = . Folglich ist

IHI = IgHI. O

Ist |G| eine Primzahl, so sind folglicte} und G die einzigen Untergruppen von
G.

Definition 1.33. Die Anzahl|G/H| = [H\G| der (Rechts- oder Links-)nebenklassen
wird als derindexvon H in G bezeichnet.

Wir wollen untersuchen, in welchen Fallen wir aBfH eine Gruppenstruktur
definieren kdnnen, so dal3 die kanonische Abbildung Gars G/H, g — gH ein
Homomorphismus von Gruppen wird.

Wir wollen zunachst eine notwendige Bedingung hierfigetren. Unsere Ver-
knupfung aufG/H mul3 die EigenschaffH - gH = g’'gH haben, damit can ein Ho-
momorphismus von Gruppen wird. Insbesondere darf die Néagseg'gH nicht
von der speziellen Wahl vogin gH abhangen. Im Fall der Nebenklagdé schlie-
Ren wir, dafhgH = gH fir alle h € H gelten muR, und damg*hg € H fur alle
g € G undh € H. Nicht alle Untergruppeid c G haben notwendigerweise diese
Eigenschaft.

Definition 1.34. Eine Untergrupped c G heil3tNormalteilerin G, falls fur alle
ge Gundh e H gilt g*thge H.
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Anmerkungen.35 (1) Unsere Bedingung an Normalteiler ist gleichbedeutend
mit der Eigenschatft
gH =Hg
fur alleg e G.
(2) Beispielsweise ist der Kern jedes Homomorphisrhu& — G’ von Grup-
pen ein Normalteiler.
(3) IstG kommutativ, so ist jede Untergruppe ein Normalteiler.

(4) Die UntergruppeS, c Sz der Gruppe aller Bijektionen der Mengg 2, 3}
in sich, die die 3 festhalten, ikeinNormalteiler.

Satz 1.36.Sei H ein Normalteiler in G. So definiert die Vorschrift

gH - g'H = ggH
eine Gruppenstruktur auf G.

Beweis. Wir zeigen die Wohldefiniertheit. Seien, g,, g € G undg;H = g,H. Wir
wolleng;gH = g.gH undgg;H = gg:H zeigen.

Es istgugH = g,gH genau dann, wenrg{g) *g,g = g7%(9;'g2)g € H. Wegen
giH = gH istg;'g, € H, und nach Definition eines Normalteilers ist dann auch
97'(9;'g2)g € H. Wir haben als@;gH = g,gH gezeigt.

Es istgssH = ggH genau dann, wenrg@) ‘g = g;'g: € H, was ja nach
unserer VoraussetzummgH = g,H der Fall ist.

Unsere Verknupfung ist also wohldefiniert. Es ist klar, @y mit dieser Ver-
knupfung eine Halbgruppe ist.

Unsere Definitionen zeigen, daf®l = H das neutrale Element v@/H ist, und
und daR das Inverse vagyH geradeg*H ist. Damit istG/H eine Gruppe. |

Satz 1.37(Die universelle Eigenschaft der Faktorgrupp®gi Hc G ein Normal-
teiler.

(1) Die Abbildungcan:G — G/H, can@) = gH ist ein Homomorphismus von
Gruppen mit Kern H.

(2) Ist¢p: G —» G’ ein Homomorphismus von Gruppen mitddker¢, so gibt
es genau einen HomomorphismusG/H — G’ von Gruppen, so daR das
folgende Diagramm kommutiert:

G i G
o A
G/H

Bemerkund..38 Fir das Bild vorg € G unter der kanonischen Abbildung ca@.—
G/H werden wir auch ofgj schreiben.

Beweis.Wir haben die Gruppenstruktur a@fH ja gerade so definiert, daf’ can ein
Gruppenhomomorphismus wird. Nun gs& G im Kern von can genau dann, wenn
can@) = gH = H, alsog € H gilt. Damit haben wir (1) bewiesen.

Ist nung: G — G’ ein Homomorphismus miti c ker¢, so definieren wir die
Abbildung ¢: G/H — G’ durch¢(gH) = ¢(g). Das ist wohldefiniert, denn ist
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gH = g'H, so istglg’ € H und damitg(g) = ¢(g). DalR¢ ein Homomorphis-
mus von Gruppen ist, folgt direkt aus der Definition. Diaie einzige Abbildung
von G/H — G’ ist, die obiges Diagramm zum Kommutieren bringt, folgt aas d
Surjektivitat von can. |

Satz 1.39Isomorphiesatz)Jeder GruppenhomomorphismpsG — G’ induziert
eine injektive Abbildung: G/ ker¢ — G’ und einen Isomorphismgs G/ ker¢ —
im .

Beweis.Nach der universellen Eigenschaft der Faktorgruppe irdtizieinen Ho-
momorphismug: G/ kerg — G'. ¢ ist aber injektiv, denn aug(g ker¢) = es folgt
#(9) = ez mithilfe des kommutativen Diagramms aus der universeligeischaft
der Faktorgruppe, alspe ker¢ und damitgkerg = kerg = g/ ery-

Verkleinern wir das Bild vonp: G/ ker¢ — G’ zu imé¢, so erhalten wir eine
bijektive Abbildungg: G/ kerg — im ¢, also einen Isomorphismus. O

SeienK c H c G Gruppen und, H Normalteiler inG (dann istk auch Normal-

teiler inH). Die VerkettungH—G = G/K ist ein Homomorphismus von Gruppen
mit Kern K, wir erhalten also eine injektive Abbildurtdg/K — G/K. Wir kdbnnen
alsoH/K c G/K als Untergruppe betrachted/K ist sogar ein Normalteiler, denn
istge G,he H, soistgK - hK - g'K = ghg'K € H/K, dennghg? € H.

Satz 1.40(Noetherscher Isomorphiesat8eien Kc H ¢ G Gruppen und KH
Normalteiler in G. So gibt es einen Isomorphismus
G/H = (G/K)/(H/K).

can

Beweis. Wir betrachten den Homomorphismas G = G/K — (G/K)/(H/K).
Da beide Abbildungen surjektiv sind, igtsurjektiv. Wir miissen, nach dem Iso-
morphiesatz, also nur ke¢r= H zeigen. Es ist nuig € ker¢ genau dann, wenn
gK =hK fureinhe H,alsoge H - K = H. O

1.7. Zyklische Gruppen. SeiG ein Gruppe undgj € G.

Definition 1.41. Wir sageng habeunendliche Ordnundalls g" # efur allen > 1.
Wir sagen,g habeendliche Ordnungfalls g" = efur einn > 1. Im zweiten Fall
heil3t das kleinste positivemit g" = e die Ordnung von g

Wir bezeichnen mit ordy) € N U oo die Ordnung vorg in G.

Die vong erzeugte Untergruppe ist

@=1{..0"d=eg0d...}cG
Sei¢: Z — () definiert durchp(n) = g". ¢ ist ein surjektiver Gruppenhomomor-
phismus und wir erhalten einen Isomorphismus
¢: Z/ kerp — ().

Nach dem Satz tUber die Untergruppen ist entweder kep = 0 oder ke =
mZ fur ein eindeutig bestimmtes > 0.

Lemma 1.42.Es istker¢ = 0 genau dann, wenn g unendliche Ordnung hat. Hat g
endliche Ordnung m, so iger¢ = mz.
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Beweis.ker¢ = 0 bedeutet ja gerad® = egdw.n = 0. Ist kerg = m/Z mitnY > O,
so istnv die kleinste positive Zahl mg™ = e, also istm’ = m. O

Die Ordnung vong ist also gerade die Anzahl der Element&(g), und g hat
genau dann endliche Ordnung wennZ/mz = (g). Istg’ € (g), so ist(g’) c (Q)
eine Untergruppe, also ist die Ordnung \grein Teiler der Ordnung vog.

Definition 1.43. Eine zyklische Gruppe ist eine Grup@e die von einem Element
erzeugt wird, als& = (g) fur eing € G.

Lemma 1.44. Sei G eine endliche Gruppe undg G. Dann teilt die Ordnung
von g die Gruppenordnuri@|. Insbesondere ist jede Gruppe von Primzahlordnung
zyklisch.

Beweis. Die Ordnung vong ist [{g)| und ausiG| = |{g)| - |G/(g)| folgt die erste
Aussage. Is|G| eine Primzahl und # e, so ist|(g)| # 1, also|G| = [{g)| und damit
G =(09). m

1.8. Der chinesische RestsatzSeienG undH Gruppen. Das direkte Produttx

H ist dann ebenfalls eine Gruppe mit Verknupfugg ;) - (g2, ho) = (9192, hihy).
Die GruppeG x H wird dasdirekte Produktvon G und H genannt. Ganz analog
konnen wir das direkte Produkd; x G, x ... x G, von mehr als zwei Gruppen
definieren (und sogax ., G; fur eine beliebige Indexmendég. Fur eine Grupp&
undr € N notieren wir

]
G ::><G:G><...><G (r Kopien)
i=1

Satz 1.45Chinesischer RestsatZyeien g, . .., Qs € Z paarweise teilerfremde po-
sitive Zahlen (als@gT(q, q;) = 1fallsi # j), und m=q; - - - gs. Dann gibt es einen
Isomorphismus

Z)MZ — Z)WZ X ... X Z/QsZ.
Beweis.Sei¢: Z — Z/qZX. . .XZ/qsZ definiert durchp(n) = (N+q1Z, . . ., N+QsZ).
Es istn € ker¢ genau dann, wenn jedep ein Teiler vonn ist. Da nun dieg;
paarweise teilerfremd sind, ist dies genau dann der Fatinweein Teiler vonn

ist (Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung!). Also istrige= mZ und wir erhalten
eine injektive Abbildung

¢ Z)MZ — Z)WZ % ... X Z/QsZ.

Nun haben beide Gruppen genaw= q; - - - gs Elemente, unsere injektive Abbil-
dung ist also eine Bijektion. |

Ubung1.46 Die GruppeZ/nZ x Z/nZ ist nicht zyklisch fim > 2.

1.9. Der Hauptsatz fur endlich erzeugte abelsche Gruppen.

Definition 1.47. Eine GruppeG heifRtendlich erzeugtfalls esg;, ..., gm € G gibt
mitG = <gl? v ,gm>-
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Die GruppeQ (mit der Addition als Verknupfung) istichtendlich erzeugt.

Notation: In diesem Abschnitt behandeln wir nur abelschep@en und schrei-
ben die Verknupfung deswegen durchweg additiv. Das whkekatResultat dieses
Abschnitts ist der folgende Satz.

Satz 1.48(Hauptsatz uber endlich erzeugte abelsche Grup#i)G eine endlich
erzeugte abelsche Gruppe. So gibt es Primzahlpotengen. ¢qgs € N und eine
naturliche Zahl r, so dal3

G=Z/QWZX...XZ/QsZ X Z' .

Die Zahl r ist eindeutig bestimmt und heifl3t d@gangvon G. Die Zahlenq...,Qs
sind eindeutig bestimmt bis auf Reihenfolge.

Anmerkung: EinePrimzahlpotenzst eine Zahlg € N der Formq = p", wobei
p € N eine Primzahl ist und € N.

1.10. Freie abelsche Gruppen.

Definition 1.49. Eine Gruppés heildtfreie abelsche Grupp@on endlichem Rang),
falls

G=Z =Zx---xZ (r Kopien)

Die Zahlr heil3t delRangvon G (wir sagen auchG ist eine freie abelsche Grup-
pevom Rang ). Der Rang einer Gruppe ist eindeutig bestimmt. Ein Isorisp
musZ' — Z3 induziert namlich eine BijektionZ/nz)" — (Z/nz)® fur jede Zahl
n € N. Die Gruppe links hat" Elemente und die Gruppe rechts matElemen-
te, also istr = s. (Z' — (Z/nZ)" ist surjektiv und hat KermzZ' = {x € Z" |
es gibty € Z" mit x = ny}).

Wir vereinbaren die Notatior; = (1,0,...,0),e = (0,1,0,...,0), ...,& =
(O,...,0,1) fur die Standard”basis” der Grupfzé.

SeienG undH Gruppen und
Homg(G,H) = {¢: G — H | ¢ ist ein Homomorphismus von Grupgen
Lemma 1.50. Sei H eine abelsche Gruppe und iN. Dann ist die Abbildung
Homg/(z',H) — H'
¢ — (4(er),....0(e))
eine Bijektion.

Beweis. Die inverse Abbildung ist gegeben durdh,(..,h) — ((ng,...,n) —
nhy + --- + n:hy) (das Bild ist ein Homomorphismus von Gruppen,Hiabelsch
ist!). |

Lemma 1.51. Seien AB abelsche Gruppen ungt A — B,y : B - A Homomor-
phismen mit o ¥ = idg. Dann ist die naturliche Abbildung

x: kerg ximy — A
(a,b) » a+b
ein Isomorphismusirq y = B!)
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Beweis.y ist ein Homomorphismus, daabelsch isty ist injektiv, denn aus+b =
0 folgt ¢(a + b) = ¢(b) = 0 und damitb = 0, denn es isb = (k') fur einb’ € B
undb’ = ¢ o y(b') = ¢(b) = 0. Dann folgt aucta = 0.

x ist aber auch surjektiv, denn iate A, so ist mitb = ¢ o ¢(a), a— b € kerg,
b eimy undy(a- b,b) = a, was zu zeigen war. O

Proposition 1.52. Sei¢: A — B ein surjektiver Homomorphismus von abelschen
Gruppen und sei B frei. So existiert ein HomomorphismuB — A mitgoy = idg.
Insbesondere ist

A =kerg x imy = ker¢ x B.

Beweis.Wir konnenB = Z" annehmen flr ein € N. Seienay, ..., a, € A Urbilder
unter¢ voney,...,e € Z'. Nach Lemma 1.50 gibt es einen Homomorphismus
v Z'— Amity(e) = g furi =1,...,r. Dann gilt, nach Konstruktion o y/(g) =

€, alsog o ¥ = idz, erneut nach Lemma 1.50.

Die zweite Aussage folgt sofort aus Lemma 1.51. |

Man sagt, ein surjektiver Homomorphismus A — B von Gruppenspaltet
wenn es einen rechtssinversen Homomorphisgriud — A gibt. Surjektive Ho-
momorphismen in freie Gruppen spalten also immer.

Satz 1.53.Jede Untergruppe einer freien Gruppe ist frei von kleineRamg.

Beweis.SeiH c Z" eine Untergruppe. Wir zeigen, dalR es eid r gibt mitH = Z°
mittels Induktion nachi. Furr = 1 istH = {0} oderH = mZ c Z fur einm > 0. Im
ersten Fall isH = Z° und im zweiten FalH = Z.

Sei also num > 1. Sei
67" —> Z
(ng,...,ny) > Ny

die Projektion auf die erste Komponente. Dannpi@t) c Z frei vom Rangs < 1.
Die surjektive Abbildungp|ly: H — ¢(H) spaltet, es ist alsbl = ker¢ |y x@(H).
Nun ist kerg |, = ker¢gnH enthalten kep = Z'~! (die Untergruppe voi' aller Ele-
mente mit Eintrag Null an erster Stelle). Nach Induktiorraussetzung ist ke |
damit frei vom Rand < r — 1. Also istH = ker¢ x im ¢ frei vom Rangs+t <r.O

Korollar 1.54. Jede Untergruppe einer endlich erzeugten abelschen Grigipe
endlich erzeugt.

Beweis.SeiG eine endlich erzeugte abelsche Gruppe Hnd G eine Untergruppe.
So gibt es eine freie Grupgevon endlichem Rang und eine SurjektionF — G
nach Lemma 1.50. Dann igt}(H) c F eine Untergruppe, und nach Satz 1.53
endlich erzeugt. Dann ist aber auch das Bild- ¢(¢~1(H)) endlich erzeugt. o

1.11. Torsionsgruppen. SeiG eine abelsche Gruppe u@l,, c G die Teilmenge
aller Elemente mit endlicher Ordnung. Dann@; eine Untergruppe, denn haben
a,b € G die Ordnungemundn, so istmn- (a+=b) = mn-axmn-b = 0, also
haben aucla+ b unda- b endliche Ordnung. Also i€k, abgeschlossen unter der
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Verknupfung und enthalt mit jedem Element auch sein s&erWir nennef eine
(abelsche) Torsionsgruppeenn jedes Element endliche Ordnung hat, in Formeln:
G= Gtor-

Das obige Argument zeigt auch, daf? die Ordnung aanb ein Teiler vonmn
ist. Istp € N eine Primzahl, so ist insbesond&ép) c G, die Teilmenge aller
Elemente, deren Ordnung eine Potenz past, eine Untergruppe.

Ubung1.55 Jede endlich erzeugte abelsche Torsionsgruppe ist endlich

Proposition 1.56. Sei G eine endlich erzeugte abelsche Torsionsgruppe. Bsnn i
G(p) = {0} fur fast alle Primzahlen, und

G = >< G(p).

p prim

Beweis. Da G eine endliche Gruppe ist ur@(p) N G(p’) = {0} fur p # p’, qilt
G(p) = {0} fur fast alle Primzahlemp. Seienpy, ..., p, die Primzahlen miG(p;) #
{0}. Wir betrachten die Abbildung

¢:G(p) x---xG(pn) — G

(X vs Xn) 2 Xg o+ X,
Sei (X1, ..., X)) im Kern vong. Warex; # 0 fUr eini, sox = }};.(—X;). Nun steht
rechts ein Element, dessen Ordnung ein Produkt der Priexzphl. . ., pi_1, Piz1,---» Pn

ist, dessen Ordnung also teilerfremd istguDas steht im Widerspruch dazu, daf3
die Ordnung vorx; eine Potenz vom; ist. Somitist &4, ..., X,) = 0, unsere Abbil-
dung¢ ist also injektiv.

Wir zeigen nun die Surjektivitat. Sa@ € G und seim die Ordnung vora. Wir
schreiberm = q; - - - g, mit paarweise teilerfremden Primpotenzgp. .., .. Nun
ist(a)y = Z/mzZ = Z/WZ X --- X Z/q:Z nach dem chinesischen Restsatz 1.45.
Insbesondere lalt siehschreiben als Summee= x; + - - - + X, wobei die Ordnung
von x; eine Potenz des Primteileps von q; ist (sogar ein Teiler vomy), alsox; €
G(p). Also liegtaim Bild von G(py) X - - - X G(pn). O

Proposition 1.57. Sei G eine endlich erzeugte abelsche Torsionsgruppe mit G
G(p) fur eine Primzahl p. Dann gibt es bis auf Reihenfolge eitidelbestimmte
Zahleng,...,rgmit

G=Z/p"Zx...XZ]p"Z.

Beweis. Wir zeigen die Existenz einer solchen Zerlegung mittelsuktdn nach
IG|. Ist|G| = 1 (oder eine Primzahl), ist alles klar.

Sei das Theorem bewiesen fur alle Grup@mit G’ = G’(p) und|G'| < |G|.
Seia € G ein Element mit maximaler Ordnurng). Dann istG/(a) = Z/p"Z X ...X
Z/p"Z nach Induktionsvoraussetzung. Wir betrachten die Abbiddu

G E>'>1G/(a> =Z/P"Z % ... XZ/p"Z

und wollen zeigen, dafd can spaltet, dal3 also eine Abbildurg/p"Z x ... x
Z/pZ — G existiert mit cano ¢ = id. Daraus folgt dann namlice = (a) x
ZIpZ x ... x Z/p"Z, und da(ay = Z/p'Z, folgt die Existenz einer Zerlegung der
gewilinschten Art.
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Lemma 1.58. Sei be G/(a) ein Element der Ordnung‘pDann gibt es ein Urbild
x € G von b der Ordnung'p

Beweis des Lemma$Sei X' € G irgendein Urbild vonb. Ist die Ordnung vorx’
gleich p¥, so sind wir fertig. Ansonsten ist sie groRer @ls Es ist p‘x' ¢ (a,
alsop*x’ = nafir einn € Z. Wir schreibem = p'm mit maximaleml < r, also
ggT(p, m) = 1. Wir haben als@*x’ = p'ma Nun ist die Ordnung vomagleich der
Ordnung vora, alsop’. Somit ist die Ordnung vow’ geradep'+¥. Wir erhalten,
wegen der Maximalitat von, r + k— | < r oderk < |. Somit istp*x’ = p*(p'~*ma).
Wir setzen nurx = X — p~*ma Dann ist car = carx’ = b und p*x = 0, die
Ordnung vorx ist alsop* (kleiner kann sie ja nicht sein, d& die Ordnung vorb
ist!). O

Wir kommen zurtick zur Abbildun® — G/{(ay = Z/p"Z x ... x Z/p"Z. Nach
dem eben Bewiesenen existieren Urbilder. . ., as € G der Erzeuger der Faktoren

rechts mit Ordnung', ..., p's, und wir kbnnen den Homomorphismus
G Z|PYZLX--XZIPZ — G
(Ng,....Ns) = nNag+---+Ngas

konstruieren (Anmerkung: Hier iste Z/mZ das Bild vonn € Z, obige Abbildung
ist wohldefiniert, dag die Ordnungp" hat). Es ist car ¢ = id, also spaltet can.

Zur Eindeutigkeit: Wie nehmen an, es gabe zwei Darsteung
G=Z/p"Zx --XZ/PZ=Z/p"Z % - X Z]p“Z.
Wir kdnnenry > r, > --- > rgundt; > t, > - > t, annehmen, und missen dann
s=uundr; =t furallei = 1,..., szeigen.
Wir betrachten nun die Untergrupges ¢ G. Es istp(Z/p*Z) = Z/p“'Z fur
k> 1 undp(Z/pz) = {0} (alsok > 1). Wir erhalten also
pG=Z/p+Zx - xZ/pZ=27/p"Z x - xZ/pZ.

Per Induktion erhalten wir; = t;, fallsr; # 1 odert; # 1. Somit kbnnen sich die
Tupel {4,...,rs) und {y,...,t,) nur unterscheiden in der Anzahl der Einsen am
rechten Rand. Die Anzahl der Elemente v@rist aber sowohip"**'s als auch
pitts also giltry +--- +rg = t + --- + t, und daher muB auch die Anzahl der
Einsen am rechten Rand unserer Tupel tbereinstimmen. O

Wir fassen unsere letzten beiden Satze zusamrgh.i$t endlich erzeugt nach
Korollar 1.54)

Proposition 1.59. Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es bis
auf Reihenfolge eindeutig bestimmte Primpotenzen g gs mit

Gior 2 Z/WZ X ... X Z]QsZ.

Der Hauptsatz Uiber endlich erzeugte abelsche Gruppeuonstine Konsequenz
der nachsten Proposition.
Proposition 1.60. Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann &z

eine freie Gruppe von endlichem Rang. Die Surjektiotfﬁ"ilanGB/Gmr spaltet, es gibt
also einen Isomorphismus

GGy XZ'
fur ein eindeutig bestimmtes r.
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Beweis. Zur Vereinfachung se = G/G,,,. Dann istA einetorsionsfreieGruppe,
also Ao = {0}, denn hata € A endliche Ordnung, so hat jedes Urbild endliche
Ordnung, liegt also G, alsoa = 0.

Wir zeigen nun, dal} jede torsionsfreie endliche erzeugtésale Gruppd frei
ist. Sei daz5 c A eine endliche Menge von Erzeugern, Umd ..., X,} € S eine
maximale Teilmenge mit der Eigenschaft, daf¥; + --- + m\x, = 0 impliziert,
daBm, = --- = m, = 0. Dann ist die vorixy, ..., X,} erzeugte Untergrupp@ von
A frei. Sei nuny € S. So gibt es, nach der Maximalitat vdm,, ..., X,}, Zahlen
m, my, ..., M, nicht alle= 0, mit my+ myx; + --- + myx, = 0. Insbesondere ist
m # 0. Also liegtmyin B. Da S endlich ist, gibt es eimn mit mS c B. Der
Homomorphismug: A — A, ¢(a) = maist injektiv und identifiziertA mit einer
Untergruppe der freien Grupgge Nach Satz 1.53 ist also auétirei.

Also ist G/Gy, eine freie Gruppe, und nach Proposition 1.52Gst Gy, X
G/Gyr. Die Zahlr ist eindeutig bestimmt als der Rang VBHGy,. O

1.12. Kompositionsreihen.

Definition 1.61. Eine GruppeG heildteinfach wennG # {e} und es aul3er den
trivialen Normalteilernie} undG keine weiteren gibt.

Beispiell.62 Die Grupp€z/mz ist genau dann einfach, wenmeine Primzahl ist.

Definition 1.63. SeiG eine Gruppe. Ein&ompositionsreih@on G ist eine Folge
von Untergruppen

(L =GycGycCc---CcG =G,

wobeiG;_; ein Normalteiler inG; undG;/G;_; einfachist fur alleé = 1,...,r. Die
GruppenG;/G;i_; heil3en diSubquotienteder Kompositionsreihe.

Anmerkungen.64 (1) Die Grupp€eZ hat keine Kompositionsreihe.

(2) Fur endliche Gruppe@ # {e} existiert immer eine Kompositionsreihe. Ist
namlichG nicht einfach, so kbnnen wir einen maximalen echten Naemnal
lerG’ c G, G’ # Gwahlen. Dann isG/G’ eine einfache Gruppe, denn gabe
es einen nichttrivialen Normalteil& c G/G’, so ware sein Urbild iG ein
echter Normalteiler, de&” enthielte. Per Induktion kbnnen wir annehmen,
dali furG’ eine Kompositionsreihe existiert.

Satz 1.65(Satz von Jordan—Holder)le zwei Kompositionsreihen haben bis auf
Umordnung isomorphe Subquotienten. Genauer: $ifnd= Mg ¢ My C -+ C

M; = G und{1l} = Np ¢ N; C --- ¢ Ng = G zwei Kompositionsreihen, so giltr s
und es glbb’ € S, mit Mj/M;_; = Ng(i)/NU(i)_l furi=1,...,r.

Beweis. Per Induktion Uber. Istr = 1, so istG einfach, also stimmen unsere
Kompositionsreihe sogar tUberein. Sei als® 2. Ist M;_; = Ng_1, so folgt der Satz
per Induktion. IstM,_; # Ns_1, SO kiirzen wir zunachs#l := M,_; undN := Ng
ab und betrachten dann die Verkettug— G — G/N. Das Bild vonM ist ein
Normalteiler# {e} in G/N. DaG/N einfach ist, muf3 die Abbilduniyl - G — G/N
surjektiv sein und wir erhalten nach dem Isomorphiesat@ éien Isomorphismus
M/(MNN) = G/N. Analog erhalten wir einen natirlichen IsomorphisriéM N

N) - G/M.
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Wir wahlen nun eine Kompositionsreihe fiifrn N. Eine Kompositionsreihe von

M N N existiert sicherlich. Es gilt sogar allgemeiner: ktc G ein Normalteiler,

{1} = Gy c G; C --- c G, = G eine Kompositionsreihe, so igt} = Go N H C
GiNH c --- c GynH = H, wobei wir die nicht-echten Inklusionen weglassen, eine
Kompositionsreihe voil. Denn zunachst issi N H c Gj;; N H ein Normalteiler,
weil G; c Gj,; ein Normalteilerist. IsGNH # Gi;1NH, soistGj;;NH/(GiNH) =
Gi;1/Gj, denn das Bild der natirlichen Abbildu@g,, N H/(Gj N H)—G;,1/G; ist

ein Normalteiler.

Wir haben nun vier Kompositionsreihen:

1) ... M, c M c G
2) ... ¢ MAN c M c G
3) ... ¢ MAN ¢ N c G
4) ... Ns, N c G

Die Subquotienten von 1) und 2) stimmen per Induktionsameglangewandt auf
die GruppeM, bis auf Reihenfolge Uiberein. Analoges gilt fur die Suliitenten von
3) und 4). Die Subquotienten von 2) und 3) stimmen natutishiM N N tberein,
und die letzten beiden sind bis auf Vertauschung isomorgwiv gerade bewiesen
hatten. |

1.13. Operationen von Gruppen. SeiX eine Menge une eine Gruppe.

Definition 1.66. Eine Operationder Gruppées auf der MengeX ist ein Homomor-
phismus

¢: G - Sym(X).

Notation: Wir schreiben auah x fur ¢(g)(x).

Ist¢: G — Sym(X) ein Homomorphismus, so konnen wir die AbbildypgG x
X — X definieren durcly(g, X) = ¢(g)(x). Wir schreiben aucly.x fur y(g, x). Da¢
ein Homomorphismus ist, gilt fur allg g’ € G

(*) x(99, %) = x(9, x(9', X)),
oder, intuitiver,
(99)-x = 9.(9".%).
Ist umgekehrj: G x X —» X gegeben mit der Eigenscha#)(so definierp: G —
SymX), #(g)(X) = x(g, X) einen Gruppenhomomorphismus.

Beispielel.67. (1) G operiert auf sich selbst durch Multiplikation von links:

x: GxG — Gistgegeben durch(g,g) = gg.

(2) Die Abbildungy: G x G — G, (g, h) — hg, definiert im allgemeinekeine
Operation vor auf sich.

(3) Die Abbildungy: Gx G — G, (g, h) — hg™, definiert eine Operation von
G auf sich.

(4) Die Konjugationvon G aufG ist definiert durchd, h) — ghg™. Dies defi-
niert eine Operation der Grup@auf der Mengés.

(5) IstV ein Vektorraum, so operiert G/ aufV mittels der Abbildung : GL(V)x
V-V, xy(Av) = Av.

Definition 1.68. Die GruppeG operiere auf der Mengk mittels¢: G — Sym(X).
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(1) Der Stabilisatoroder dielsotropiegruppevon x € X ist die Untergruppe
Gy={ge G| g.x=x}vonG.

(2) Seix € X. Die MengeG.x = {g.x | g € G} heil3t dieBahnoder derOrbit
von X.

(3) Die Operation heifdransitiv, falls G.x = X fur einx € X.

Gilt G.xnG.y # 0, so folgt schor.x = G.y, denn gibteg, g € Gmitg.x =gy,
so folgtx = g~'g’.y € Gyund darau&.x c G.y und, analog@.y c G.x. Die Bahnen
bilden also einelisjunkte Zerlegungon X.

Lemma 1.69. Sei xe X. So definiert die Operation von G eine BijektionGy —
G.x.

Beweis. Wir definieren eine Abbildung : G/Gy — G.x durch f(gGy) = g.x. f
ist wohldefiniert, denn gilyG, = g'G,, so istglg’ € G,, alsog™'g’.x = x oder
g.x = g.x. Es ist klar, daf¥ surjektiv ist. Ist abeg.x = g'.x, so istg~lg’ € G,, also
0Gy = g'Gy, also istf auch injektiv. |

Mithilfe des Satzes von Lagrange erhalten wir Behnformel
G| = 1G4 - 1G.X.

1.14. Konjugationsklassen. Sei¢: G —» Sym(@G) die Konjugationsoperational-
so¢(g)(h) = ghg™. Die Bahnen vor heiRen dieKonjugationsklassen von.®ie
Elementeh undh’ liegen also genau dann in derselben Konjugationsklass® we
es eing € G gibt mith’ = ghg™. In einer abelschen Gruppe besteht jede Konjuga-
tionsklasse aus nur einem Element.

Beispiel1.7Q Ist G = GL(V) die Gruppe der invertierbaren Endomorphismen ei-
nes Vektorraum¥, so sind die Konjugationsklassen geradeAhalichkeitsklassen
invertierbarer Endomorphismen. Mtein Vektorraum tiber einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper, so werden die Konjugationsklesserbeschrieben durch
Matrizen in Jordanscher Normalform (man beachte jedoc,zeei Matrizen in
Jordanscher Normalform ahnlich sind, wenn sie sich nuemAhordnung der Jor-
danblocke unterscheiden).

Der Stabilisator vorh € G unter der Konjugation wird auch d&entralisator
Zs(h) von hgenannt. Es ist also
Zs(h) = (g€ G| ghg™ = h.
Der Durchschnitt der Zentralisatoren aller Elemente @dmeil3t dasZzentrum 4G)
vonG. Es besteht also aus allgre G mit der Eigenschafgh = hgfir alleh € G:

Z(G) ={ge G| gh=hgfuralleh € G}.
Ist H ¢ G eine Untergruppe ung € G, so istgHg! = {ghg! | he H} c G
wieder eine Untergruppe. Man neriitundgHg! zueinander konjugiertenter-
gruppen.

Satz 1.71(Klassengleichung)Sei G eine endliche Gruppe ufg)).; ein Reprasen-
tantensystem der Konjugationsklassen mit mehr als einemeiit (also der nicht-
zentralen Konjugationsklassen). So gilt

Gl = 1Z@)| + ) IG/Zs(9)-

i€l
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Beweis. Naturlich ist
Gl= > Kl

K Konj.klasse

Die einelementigen Konjugationsklassen werden geradehddie Elemente von
Z(G) gebildet, und die Konjugationsklasse vgrhat genauG/Zs(g;)| Elementen

1.15. Sylow Untergruppen. SeiG eine endliche Gruppe unaleine Primzahl. Sei
r e N, r > 0 die gro3te Zahl, so dgff die Gruppenordnun[g3| teilt.

Definition 1.72. Eine Untergruppél c G der Ordnung’ heil3tp-Sylowuntergruppe
von G (oder p-Sylowon G).

Satz 1.73. (1) Die Anzahl der p-Sylows in G ist ein Teiler v{g3|/p" und kon-
gruent zul modulo p. Insbesondere gibt es mindestens eine p-Sylow in G.
(2) Je zwei p-Sylows sind zueinander konjugiert.
(3) Jede Untergruppe, deren Ordnung eine p-Potenz ist, liegiriar p-Sylow.

Beweis. Wir zeigen zunachst die Existenz ein@iSylow in G per Induktion nach
IG|. Ist p kein Teiler von|G|, so ist{e} eine (und die einzigep-Sylow. Wir nehmen
nun an,p sei ein Teiler vorG|. Gibt es eine echte Untergruppkec G, so daf3p'
ein Teiler von[H| ist, so kbnnen wir die Induktionsvoraussetzung ldudnwenden
und erhalten ein@-Sylow vonH und vonG. Andernfalls istp ein Teiler des Index
|IG/H| jeder Untergruppé.

Nach der Klassenformel igt dann auch ein Teiler vofZ(G)| und nach dem
Hauptsatz Giber endlich erzeugte abelsche Gruppen gibit g€€Z(G) der Ordnung
p. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es gr8ylowH’ in G/{g). Ihr Urbild H c
G ist offenbar eingp-Sylow in G.

SeiS die Menge allep-Sylows vonG. IstP € S, so istgPg € S. Also operiert
G auf der Menges durch Konjugation. Wir fixieren nun eiR € S und betrachten
die BahnG.P c S. Die GruppeP ist enthalten im StabilisatdBp, also ist|G.P|
teilerfremd zup.

SeiH c G eine Untergruppe mip-Potenzordnung. Wir betrachten nun die
Operation vorH auf G.P. Die Anzahl der Elemente einer Bahn ist entweder eins
oder eine Potenz vop. Da|G.P)| teilerfremd ist zup, mul3 es also einen Fixpunkt
Q = g.P = gPg! unterH geben, alshiQh! = Q fir alle h € H. Die Menge
HQ = QH c G ist eine Untergruppe vo@ der OrdnungHQ| = |[HQ/H| - |H| =
|IQ/Q N HJ - |H|. Also ist|HQ] einep-Potenz, folglichHQ = Q, alsoH c Q.

Wir haben also (3) gezeigt, und sogar, dal jede Untergrujipe Botenzordnung
in einer zuP konjugierten Sylow liegt. Daraus folgt (2). SchlieRlichtiaehten wir
die Operation vorP aufS. Ist Q € S undP.Q = {Q}, so zeigt obiges Argument
P c Q, alsoP = Q. Damit gibt es genau eine einelementige Bahisianter P.
Die Anzahl jeder andere Bahn ist eipePotenz, woraus wilfS| = 1 mod p fol-
gern. Die Isotropiegrupp8p von P enthaltP, also ist|S| = |G|/|Gp| ein Teiler von
IGI/IP| = |GI/p' O

Korollar 1.74. Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl,|@igeilt. So
gibt es in G ein Element der Ordnung p.
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Beweis.SeiS einep-Sylowgruppe vorts. Dann istS nicht trivial und die Ordnung
von S ist eine Potenz vomp. Seix € S nicht das neutrale Element. Dann hat
Ordnungp’ fur einr > 0, xP " hat also Ordnung. |

Satz 1.75.Seien p> q Primzahlen und q kein Teiler von-pl. So ist jede Gruppe
der Ordnung pq zyklisch.

Beweis. Sei G eine Gruppe der Ordnungg. Seim, die Anzahl derg-Sylows.
Dann istmy ein Teiler vonp, alsom, = 1 odermy = p. Warem, = p, so ware
wegenm, = 1 modq die Zahlq ein Teiler vonp — 1, was unserer Voraussetzung
widerspricht. Also istm; = 1. Auf ahnliche Weise erkennt man, = 1 unter
Zuhilfenahme der Voraussetzupg> q.

Es gibt also jeweils nur einp-Sylow und nur eing-Sylow in G. Jedes Element
der Ordnung ist in diesemp-Sylow enthalten. Damit gibt es genau- 1 Elemente
der Ordnungp in G. Analog gibt ey — 1 Elemente der Ordnungin G. Mit dem
neutralen Element haben wir alfe+ q — 1 Elemente der Ordnungen fy,oderq
gefunden. Wegep + q— 1 < pggibt es inG ein Element der Ordnungg, also ist
G zykKlisch. |

1.16. Auflosbare Gruppen.

Definition 1.76. Eine GruppeG heildtauflosbar wenn es eine Folge von Unter-
gruppen

(e=GycGic---cG, =G
gibt, so dal$5;_; c G; Normalteiler undG;/G;_; eine abelsche Gruppe ist fur alle
i=1...,r.

Definition 1.77. Die Kommutatorgruppe Gvon G ist die von allen Elementen der
Formaba bt erzeugte Untergruppe.

Istg € G, so istg(abab g = (gag?)(gbg?)(gag?)t(gbg?t)?, also istG’
ein Normalteiler inG, und G/G’ ist eine abelsche Gruppe. Ist ¢ G ein Nor-
malteiler, so daf&5/N abelsch ist, so muG’ c N gelten. Also istG’ der kleinste
Normalteiler mit abelscher Faktorgruppe.

Wir schreiberG® fiir die Kommutatorgrupp&’ von G und definieren, induktiv,
G als die Kommutatorgruppe va®™b firr n > 2.

Satz 1.78.G ist genau dann auflosbar, wen®'G= {e} gilt fir geniigend groRes n.

Beweis.Ist GM = {g} fiIr einn, so ist
(e} = GNecagMmVe...cc®cG

eine Normalreihe mit abelschen Quotienten, alsdGsauflosbar. Ist umgekehrt
{el = No ¢ Ny € --- ¢ N, = G eine Reihe mit abelschen Quotienten, so folgt
induktivG® c N,_;:

G™ = (GYY ¢ (N..)) © Nr_iLa.



20 ALGEBRA

Definition 1.79. Seip eine Primzahl. Eing-Gruppeist eine endliche Gruppe, de-
ren Ordnung eine Potenz vgnist.

Proposition 1.80. Ist G eine nicht-triviale p-Gruppe, so hat G nicht-trivialZen-
trum.

Beweis. Die Anzahl der Elemente jeder Konjugationsklasse mit méhieamem
Element ist durctp teilbar, nach der Bahnformel. Die Klassengleichung 1.7dtze
daR|Z(G)| durchp teilbar ist. |

Satz 1.81(Struktur vonp-Gruppen) Sei G eine p-Gruppe. Dann gibt es eine Reihe
{e} = Gy c G; C --- ¢ G; = G von Normalteilern von G, so dal§/&;_, = Z/pZ
furi=1,...,r. Insbesondere ist G also auflosbar.

Beweis. CGhat nach Proposition 1.80 nicht-triviales Zentrum, und iem&Zum fin-
den wir ein Elemenk der Ordnungp. G; := (X) = Z/pZ ist ein Normalteiler. In-
duktiv kdnnen wir annehmen, dal3 es eine Re¢de- G, c G| C --- ¢ G} = G/G;

der gewiinschten Art in dgp-GruppeG/G; gibt. SeiG;j;; ¢ G das Urbild von
G/ c G/G;. Wir erhalten eine Reihe von Untergruppen

fecGicGyc---CcGy=0G.

Dann ist jede$s; ein Normalteiler inG und nach dem Noetherschen Isomorphiesatz
ist

Gi;1/Gi = (Gi1/G1)/(Gi/G1) = Gj/G_; = Z/pZ
furi > 1. AuBerdem isG;/Gq = Z/pZ nach Konstruktion. O

1.17. Symmetrische und alternierende Gruppen.Wir hatten schon disymme-
trische Gruppe $ = Sym(1,...,n}) definiert. Elemente voB, heil3en auch Per-
mutationen. Per Definitionem operiest, auf der Menge(l,...,n}. Seim > 1.
Ein o € S, heil3tm-Zyke] wenn es genau einan-elementigen Orbit der Gruppe
(oy auf{l,...,n}und sonst nur einelementige Orbiten gibt. Ein 2-Zykel haiith
Transposition.

Schreibweise: Fur einen Zykel, darnachb, b nachc, ..., r nacha abbildet,
schreiben wirdb. ..r). Speziellerweise sind alsalf) Transpositionen.

Jedesr € S, laldt sich schreiben als Produkt von Transpositionen, imedritat
der Anzahl der Transpositionen ist unabhangig von allehléva Wir erhalten einen
Gruppenhomomorphismus, dagnum

Sgn : SI’l - {_1? 1}’

wobei Sgnt; - - - ;) = (-1) fUr Transpositioneny, ..., 7, € S,. Permutationen mit
Signum 1 bzw. -1 nennt mageradebzw. ungeradePermutationen. Wir nennen die
GruppeA, := ker Sgn der geraden Permutationen dliernierende Gruppéiber
{1,...,n}.

Satz 1.82.Fur n > 5ist A, einfach.
Zum Beweis benotigen wir zwei Lemmata.

Lemma 1.83. Die alternierende Gruppe Awird erzeugt von allel-Zykeln.
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Beweis. Seitr’ # e das Produkt zweier Transpositionen. Wir wollen zeigen, dafl3
sicht7’ als Produkt von 3-Zykeln schreiben lal3t. Kommutieremdt’ nicht, so ist

77/ schon ein 3-Zykel. Ansonsten lal3t sichfinden, so dafld wederundr” noch

7/ undt” kommutieren, also istr’ = r"’t”1t’ Produkt zweier 3-Zykel. |

Lemma 1.84.Fur n > 5sind je zweB-Zykel konjugiert in A

Beweis. Sind @b¢ und @b’c’) zwei 3-Zykel, so finden wir eine Permutationin
Sh, dieamit &, b mit b’ undc mit ¢’ vertauscht. Ist- eine gerade Permutation, so
sind wir fertig. Ansonsten finden wd, e, verschieden voa, b, c. Nun kdnnen wir
(abg mit (de)o konjugieren und erhalten die Behauptung (ded@(@bo(de) =
(abog). ]

Beweis des Satzes 1.82eiN c A,, N # {€} ein Normalteiler undr € N, o # €,
eine Permutation mit maximal vielen Fixpunkten. Nach demimta reicht es zu
zeigen, daf® ein 3-Zykel ist.

Wir betrachten die Bahnen ven(der vono erzeugten Untergruppe) adf . . ., n}.
Zunachst nehmen wir an, jede Bahn habe hochstens zweieBtemmDann gibt es
mindestens zwei Bahnefg, b} und{c, d} mit zwei Elementen, da gerade ist. Sei
e# ab,c,d, undr = (cdg. Soistror~to~! ein Element irN mit mehr Fixpunkten
also (denn die Fixpunkte aufRerhalb vayb, ¢, d, e, o-(e) sind dieselben, und und
b sind zusatzlich fix, und nur der eventuelle Fixpuelgeht verloren), aber nicht
das neutrale Element (vird auf e abgebildet). Das ist ein Widerspruch zur Wahl
vono.

Also hato eine Bahn mit mindestens drei Elemengghb, c. Wir nehmero-(a) =
b undo(b) = c an. Isto kein 3-Zykel, so gibt es voa, b, c verschiedend, e, die
ebenfalls keine Fixpunkte van sind (sonst ware- ein Vierzykel und damit nicht
gerade!). Set = (cde. So hato’ = rorc~! € N weniger Fixpunkte als- (denn
jeder Fixpunkt vornor ist auch Fixpunkt vorr” und o’(b) = b) und ist nicht das
neutrale Element (denr'(c) = d). O

Satz 1.85.Fur n > 5ist die Gruppe $ nicht auflosbar.

Beweis. Die alternierende Grupp&, c S, ist ein Normalteiler als Kern des Grup-
penhomomorphismus‘ Sgn. Wasg auflosbar, so auch,, (der Schnitt eines Nor-
malteilers mit einer Untergruppe ist ein Normalteiler dentéigruppe, Quotienten
bleiben abelschA, ist aber einfach fun > 5 und nicht abelsch, also nicht auflosbar.
i

2. RINGE

Definition 2.1. Ein RingRist eine Menge mit zwei assoziativen Verknupfungen,
und-, mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Rist eine kommutative Gruppe mit der VerknupfungDas neutrale Ele-
ment bzgl+ bezeichnen wir mit 0.
(2) Es gelten die Distributivgesetze, also

a-(b+c) = (a-b)+(a-c
(@a+b)-c = a-c+b-c
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furallea,b,ce R
(3) Es gibt ein neutrales Elementllg € R bzgl. der Verknupfung

Man nennt+ die Additionin R und - die Multiplikation in R. Man nennt einen
Ring R kommutatiyfalls auch eine kommutative Verknupfung ist, alseb = b-a
fur allea, b € Rqilt.

Der Ring, der nur aus dem Nullelement besteht, heil3N\igiring. Dies ist der
einzige Ring mit der Eigenschaft-01.

Beispiele2.2 (1) Die ganzen Zahle® bilden mit der Additior+ und der Mul-
tiplikation - einen Ring.

Definition 2.3. Ein Elementa € R heil3tinvertierbaroder eineEinheit, wenn es ein
Elementb € Rgibt mita- b =b-a = 1. Wir haben in 1.8 schon gezeigt, daihit
dieser Eigenschaft eindeutig bestimmt ist. Wir schreiién= b. Wir bezeichnen
mit R* c Rdie Menge der Einheiten iR.

R* ist stabil unter der Verknuipfungund bildet dann sogar eine Gruppe. AB&r
ist nicht stabil unter der Veknupfung(aulRer im Fall des Nullrings!).

Injedem RingRgilt0-a=a-0=0flralleac R, dennesistfa= (0+0)-a=
0-a+0-a(nach dem Distributivgesetz), und es folgt® - a, wenn wir auf beiden
Seiten—(0 - a) addieren.

Definition 2.4. SeienR undS Ringe. Eine Abbildung: R — S heil3tRinghomo-
morphismusfalls ¢(1g) = 1s gilt und ¢ vertraglich ist mit den Verkniipfungen auf
RundS, wenn also

¢(@) + ¢(b)
¢(@) - ¢(b)

#(a+b)
¢(a-b)

giltfur allea,be R.

DerKern eines Ringhomomorphismgs R — S ist die Untergruppe
kerg :={ae R| ¢(a) = 0},

also gleich dem Kern, wenn wgr nur als Gruppenhomomorphismus von additiven
Gruppen atfassen.

Definition 2.5. Ein RingR ist ein Schiefkdrperwenn 1+ 0 gilt und alle von Null
verschiedenen Elemente Einheiten sind (wenn Bise R\ {0} gilt). Ein kommu-
tativer Schiefkorper ist eiKorper.

Definition 2.6. SeiR ein Ring.

(1) IstR kommutativ unda, b € R, so heil3ta ein Teiler von b (man sagt auch
teilt b), falls es eind € R gibt mitad = b. (Jedes Element teilt die Null!).
Wir schreibera | b, falls a ein Teiler ist vorb.

(2) Ein Elementa € R heil3tNullteiler, falls es einb € R gibt mitb # 0, aber
ab = 0 oderba= 0.

(3) R heildtnullteilerfrei, falls O der einzige Nullteiler ist.

(4) R heil3tintegritatsbereichwennR kommutativ und nullteilerfrei und nicht
der Nullring ist.
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Beispiel2.7. SeiX eine nicht-leere Menge urilein Ring. DannisRX = {f: X —
R}, die Menge aller Abbildungen voX nachR, mit der komponentenweisen Ad-
dition und Multiplikation wieder ein Ring. Er ist nullteitrei genau dann, wenK
nur aus einem Element besteht.

In Integritatsbereichen kann man “Kiirzen”: &1 = acunda # 0, so folgtb = c,
denn aus(b-c) = 0folgtb—c=0.

2.1. Ideale. SeiRein Ring undl c R eine Untergruppe bzgl. der additiven Grup-
penstruktur vorR. Dann istl ein Normalteiler vorR, daR ja kommutativ ist, und
wir kdnnen also die Faktorgrupp¥| und den kanonischen Gruppenhomomorphis-
mus

can:R—- R/l
betrachten. Wir wollen aber a&/1 noch eine Multiplikation definieren, so d&(l
ein Ring und can ein Homomorphismus von Ringen wird.

Falls solch eine Multiplikation aulR/I existiert, muld car) - canfp) = can@b)
gelten, und da can surjektiv ist, ist die Multiplikation deutig bestimmt. Wegen
can(Q) = Og, muf daruiberhinaus can(03an@) = cang@) - can(0)= Og, gelten
fur allea € R. Wegen can(0} can() fur allei € I mul3 also carg) = canfa) =
Ogr, sein fur allea € Rundi € I. Eine Ringstruktur auR/I mit der Eigenschatft,
dalR canlR — R/l ein Ringhomomorphismus ist, kann es also nur geben, wenn
ai,ia € | furallea € Rundi € I. Proposition 2.10 zeigt, dal3 diese Bedingung sogar
hinreichend ist.

Definition 2.8. Eine Teilmenge c Rheil3tideal in R falls | eine Untergruppe von
R mit der Addition als Verknuipfung istun@ -1 c |1 undl - R c I gilt. (Hier soll
R- | die Menge aller Elemente der Formi miti € | undr € R bezeichnen, und
analog sel - Rdefiniert.)

Beispiele2.9. (1) Der Kerng~1(0) jedes Homomorphismus von Ringen ist ein
Ideal.
(2) Jede Untergruppe i ist ein Ideal inZ.

Der Schnitt Uiber eine beliebige Menge von Idealen in eineng R ist wieder
ein Ideal. Fur eine Teilmengé c R definieren wir T) als den Schnitt Gber alle
Idealel c R, dieT enthalten. Also istT) daskleinsteldeal, da3T enthalt. Man
sagt, ein Teilmengé& erzeugt das Ideal, ffalls | = (T).

FUr endliche Mengen schreiben wir au@h,( . ., a,) statt {a,, ..., a,}). Ideale,
die von einem Element erzeugt werden, heiRBeaunptideale

Proposition 2.10.Sei I c R ein Ideal.

(1) Die Verknupfunda+1) - (b+1) = a- b+ | definiert auf RI die Struktur
eines Rings.

(2) Die kanonische Abbildungan:R — R/l ist ein Homomorphismus von
Ringen mitcarr(0) = I.

(3) Ist¢: R — R ein Ringhomomorphismus mitd ker¢, so ist der induzierte
Gruppenhomomorphismygs R/l — R’ (vgl. 1.37) ein Ringhomomorphis-
mus.

Beweis.ZunachstisR/l mit der induzierten Addition nattrlich eine abelsche Grup
pe. Die oben angegebene Verkniipfung ist wohldefiniermasa + | = & + 1, so
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ista—a € l,und es gilab-a'b = (a-a)-belfuralleb e R alsoab+1 = ab+1.
Analog zeigt marab + | = ab + 1, falls b undb’ in derselben Restklasse bzgl.
liegen. Dal3 die Distributivgesetze gelten, folgt unmitéelaus den Definitionen,
und die Restklasse | ist natlrlich ein neutrales Element bzgl. der Multiplikat
on. Also istR/l mit der Addition der Restklassengruppe und der oben detiamer
Multiplikation ein Ring. Wir haben also (1) gezeigt.

Die kanonische Abbildung carR — R/I ist ein Homomorphismus von Gruppen
nach der Definition der Restklassengruppe. Die MultiplitatiufR/1 ist gerade so
definiert, daf’ caap) = can@)canp) und can(k) = 1g, gilt. Nach Definition der
Restklassengruppe ist ca&(D) = |. Also haben wir (2) gezeigt.

Sei schlieRlichp: R — R wie in (3) undg: R/l — R der nach 1.37 induzierte
Homomorphismus von Gruppen. Danndgh + 1) = ¢(a) und deshallp(1 + |) =

¢(1) = Lundg((a+1)-(b+1)) = g(ab+1) = ¢(ab) = ¢(a)- ¢(b) = p(a+1)-p(b+1).
Also ist¢ ein Ringhomomorphismus. O

Beispiel2.11 Z/mZ ist ein Ring fur jedesn € N.

2.2. Primkorper.

Lemma 2.12.1 = {0} und | = K sind die einzigen Ideale in einem Korper K.

Beweis.Ista € |, a # 0, so ista invertierbar inK und somital-a= 1€ I, also
| = K. m]

Ubung2.13 Ein kommutativer RingR, der nicht der Nullring ist, ist genau dann
ein Korper, wenn er nur die Idea§é} undR hat.

Insbesondere ist jeder RinghomomorphismuK — R von einem Korper in
einen von Null verschiedenen Ring injektivigt nicht die Nullabbildung, da(1) =
1+ 0, und ker c K ist ein Ideal).

Proposition 2.14. Sei me N, m > 0. Genau dann isZ/mZ ein Kdrper, wenn m
eine Primzahl ist.

Beweis.Istm=a-bmit0< ab<m, soistaz 0,b# 0, abera- b = 0, folglich
kannz/mZ kein Korper sein.

Wir zeigen nun, daR fur eine Primzapledes Elemenk € Z/pZ, x # 0, inver-
tierbar ist. Istx € Z ein Reprasentant vox so istx teilerfremd zup. Es gibt also,
nach 1.25mneZ mitl=m-x+n-p. InZ/mz liest sich diese Gleichung

1=m-X

Ublicherweise schreibt ma, fur den KorpelZ/ pZ.
Korollar 2.15 (Kleiner Fermat) Ist p eine Primzahl und a Z, so gilt

a’P=a modp.

Beweis. Ist a durch p teilbar, so gilt die Gleichungftensichtlich. Andernfalls ist
a # 0in Z/pZ invertierbar. Die multiplikative Gruppe der EinheitenZiipZ hat



ALGEBRA 25

p—1 Elemente. Nach dem Satz von Lagrange teilt die Ordnungie Zahlp—1,
also istaP! = 1 in Z/pz, mit anderen Wortea®* = 1 mod p. Daraus folgt die
Behauptung. O

2.3. Potenzreihen und Polynomringe.Ist R ein Ring, so konstruieren wir den
Ring R[[ X]] der Potenzreihen mit Kggzienten in Rwie folgt. R[[ X]] ist zunachst
die Menge aller Abbildungen vaN nachR. Sinda undb Elemente dieser Menge,
so definieren win+b: N — Rdurch die Vorschrifté+ b)(n) = a(n) + b(n). Mittels
dieser Addition wirdR[[ X]] eine kommutative Gruppe. Als Produkt va@nund b
definieren wir die Abbildung - b: N — Rdurch @- b)(n) = X jaui+j=nali) - b(j).
R[[ X]] ist mit dieser Addition und Multiplikation ein Ring.

Die Definition der Multiplikation inR[[ X]] wird verstandlicher, wenn man sich
eine Abbildunga: N — R zunachst vorstellt als Folged, a;, ...) von Elementen
ausR (a = a(i)) und dann al®otenzreihe @+ a; X + a,X? + . . .. Die Multiplikation
zweier solcher Reihen ist dann gegeben durch

(ag + arX + apX2+...) (o + b X + bX2 +...)
= agbg + (aghy + a1bg) X + (agh, + &by + ab)X? + . ..

Ubung2.16 Man zeige, dafy + a;X + a,X? + - - - € R[[X]] eine Einheit ist genau
dann, wenrgg € R eine Einheit ist.

Wir definieren den Rindr[X] c R[[X]] der Polynome in einer Variablen X tiber
R als die Teilmenge aller Abbildungeax N — R mit a(n) = O fur fast allen.
Man macht sich leicht klar, daR[X] stabil unter der Addition und Multiplikation
in R[[X]] ist und dadurch selbst zu einem Ring wird. Wir schreiben wan an
P(X) = ag + a;X + ayX? + - - - + a,X" fuir ein solches Polynom. Ein Polynom der
Form P(X) = ay nennt markonstant Die konstanten Polynome bilden einenRu
isomorphen Unterring ilR[ X].

Ist¢: R — R ein Ringhomomorphismus unde R’ ein Element, das mit jedem
Element aug(R) kommutiert, so definiert

ev,: RIX] - R
PX) =ap+aiX+---+a.X" — P(X) = ¢(a) + p(@a)x+ - + ¢(an)X’

einen Homomorphismus von Ringen (man rechnet das leiclhtnac

Ein Wort der Warnung: IsR kommutativ, so konnen wir insbesondere (fiie
id: R— R) einem PolynonP(X) = ag+a; X+- - -+a, X" € R[X] die AbbildungR —
R r = P(r) = ag+air+- - -+a,r" zuordnen. Dabei mul3 jedoch beachtet werden, daf3
dabei einem nichttrivialen Polynom durchaus die Nullatiloilg zugeordnet werden
kann. Istp eine Primzahl undP(X) = X — XP € Z/pZ[X], so gilt P(r) = O fur alle
r € Z/pZ, wie wir in Korollar 2.15 gesehen haben.

Ist R ein Ring, so kdnnen wir den Polynomring imehrerenVariablen induktiv
definieren als

RIXq, ..., Xn] = RIXG[X2] - - - [Xnl-

2.4. Nullstellen von Polynomen. SeiR ein kommutativer Ring. Dann kdnnen wir
fur jedes PolynoniP(X) = ag+a; X+---+a,X" € R[X] und jedes € Rdas Element
P(r) = ag+ air + - -- + ar" bilden.
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Definition 2.17. Das Element € Rist eineNullstellevon P, falls P(r) = 0.

Seivon nun amR = K ein Korper.

Definition 2.18. Ist K ein Korper mit der Eigenschaft, daf3 jedes nicht konstante
PolynomP e K[X] eine Nullstelle hat, so heilktalgebraisch abgeschlossen

Wir werden sehen, dal3 der Korpérder komplexen Zahlen algebraisch abge-
schlossen ist. Im allgemeinen kann man zu einem beliebigepdtk einen Korper
k finden, dek enthalt und algebraisch abgeschlossen ist. Jedoch liraachhierzu
das Zornsche Lemma.

Der wichtigste Satz dieses Abschnitts ist der folgende.

Satz 2.19(Zerlegung in Linearfaktoren)ist K ein algebraisch abgeschlossener
Korper und Pe K[X] nicht das Nullpolynom, so gibt es ein eindeutig bestimmtes
¢ € K und eindeutig bis auf Reihenfolge bestimmte a, a, € K mit

P(X) =c-(X-ay) - (X~ a).

Sei zunachsR ein nullteilerfreier Ring. IsSP(X) = ag + ayX + - - - + anX" € R[ X]
und ista, # 0, so definieren wir graB := n, denGrad von P, und nennera,
den Leitkogfizientenvon P. Den Grad des Nullpolynoms definieren wir also.
Polynome vom Grad Null sind gerade die Konstantenraus

Lemma 2.20. R[X] ist ein nullteilerfreier Ring und es gitjradP - Q = gradP +
gradQ, fur B Q € R[X], beide# 0.

Beweis.IstP =ag+ ayX +--- + aX"mita, # 0undQ = by + by X + - - - + by X™
mit b, # 0, soistP - Q = aghg + - - - + a,bX™" mit a,by, # 0. O

Sei nunK ein Korper.

Proposition 2.21. Sind RQ € K[X] und Q# 0, so gibt es Polynome,[3 € K[X]
mitgradS < gradQ,sodalR P=D-Q+S.

Beweis. Wir wahlen ein PolynonD, so dalsS := P — DQ kleinstmoglichen Grad
hat. Ware der Grad vo8 groRer oder gleick®), so hatteP — (D + cX92dS-gradQy
mit passend gewahltem € K, echt kleineren Grad alS, was der Wahl vors
widerspricht. Wir haben also die Existenz vDnS gezeigt. IstD’, S’ ein weiteres
Paar mit den geforderten Eigenschaften, sobst(D’) - Q = S — S’. Der Grad
des Polynoms rechts ist aber echt kleiner als der Grad@amd hieraus folgt
D-D'=0unddanr§ - S’ = 0. |

Korollar 2.22. Ist r € K eine Nullstelle von Pe K[X], so gibt es ein Polynom
DeK[X]mitP=D-(X-r).

Beweis.Nach obiger Proposition gibt & S mit P = D-(X-r)+S mit gradS = 0.
S ist also eine Konstante und muf3 sogar Null sein, wie wir diicisetzen vom
erkennen. ]

Beweis von Satz 2.1%ir wahlen eine Zerlegung
P(X) = Q(X) - (X —ay) - -- (X — &)
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mit maximalemk und einem Polynon®. Dann kann nach Korollar 2.2Q keine
Nullstelle mehr haben. DK algebraisch abgeschlossen ist, n@@in konstantes
Polynom seinQ(X) = c fur eine Einheitx € K. Also gibt es eine Zerlegung der
gewinschten Art. Dal3 diese eindeutig ist, folgt indukaeimdem Grad voR, denn
aus K — a)P(X) = (X — a)Q(X) folgt schonP(X) = Q(X). O

Satz 2.23.Ist P € K[X], P # 0, so ist die Zahl der Nullstellen von P kleiner oder
gleich dem Grad von P.

Beweis. Wir zeigen den Satz mittels Induktion Uber den Grad YorHat P den
Grad Null, so gibt es gar keine Nullstelle. Sei nBre K[X], P # 0 und sei die
Aussage bewiesen fur alle Polynome vom GsagradP. Hat P gar keine Nullstel-
le, so mussen wir auch nichts beweisen. Ansonsten seK eine Nullstelle von
P. Dann gibt eD € K[X] mit P = D - (X —r) und gradD = gradP — 1. Jede
weitere Nullstelle vorP ist, daK nullteilerfrei ist, auch eine Nullstelle vdn. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es davon hdchstensRyradl. |

2.5. Primideale und maximale Ideale. SeiR ein kommutativer Ring undl c R
ein echtes Ideal (alsb# R).

Definition 2.24. (1) I heiBtPrimideal falls ausa,b € R mit ab € | folgt, dal3
acloderbel.
(2) I heilstmaximales Idealfalls es kein echtes Idedlc Rgibtmitl c J c R
undl # J.

Lemma 2.25.Ein echtes Ideal k£ R ist genau dann maximal, weniilRin Korper
ist. Es ist genau dann ein Primideal, wenpl Rin Integritatsbereich ist.

Beweis.Die kanonische AbbildunB — R/I ist surjektiv und definiert deshalb eine
Bijektion zwischen den Idealen vdr/l und den Idealen iR, die | enthalten. Ist
R/1 ein Korper, so ist folglicH maximal. Ist andererseitsmaximal unda ¢ I, so
ist (I U{a}) = R, es gibt folglichx € | undb € Rmit 1 = x+ ab, also gilta-b =1

in R/l undaiist also invertierbar. Also idR/| ein Korper. & = Bild von x unter der
kanonischen Abbildung — R/1).

Ist | nun ein Primideal un@, b € Rmit ab = 0, soab € | und deshalla € |
oderb € |, alsoa = 0 oderb = 0 undR/I ist ein Integritatsbereich. Die Umkehrung
erhalt man, indem man die Satzteile des vorigen Satzegmgtaimordnet. O

2.6. Der chinesische RestsatzSindRy, .. ., R, Ringe, so wird das kartesische Pro-
duktR; x ... x R, mittels komponentenweiser Addition und Multiplikationegier
zu einem Ring:

(al,...,an)+(b1,...,bn) = (a1+b1,...,an+bn)
(al,...,an)'(bl,...,bn) = (al'bl,...,an'bn)

Ist R ein Ring und sind, J c Rldeale inR, so ist die Mengd + J = {i + | |
i €1,) € J} wieder ein Ideal. Die Meng@ - j | i € |, ] € J}istim allgemeinen
kein Ideal, sogar nicht einmal eine Untergruppe oeshalb bezeichnen wir mit
| -J = ({i-jliel,jed}) das von allen Produkten- j erzeugte Ideal. Analog
definieren wir das Produkt - - - I,, endlich vieler Ideale.
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Ubung2.26 Ist Rkommutativ, sind, J Ideale inRmit |1 +J = R, so giltl-J = INJ.

Sindl4,..., I, c Rldeale, so ist die kanonische Abbildung
R — R/l1x...xR/l,
r-— (r,...,r)

natirlich ein Homomorphismus von Ringen.

Satz 2.27(Der chinesische Restsat8ei R ein kommutativer Ring, I..,1, c R
Ideale in R mit der Eigenschaft4 s = R fur alle Paare(r, s) mitr # s. So induziert
die eben definierte Abbildungeinen Isomorphismus

d:R/(I1n---N1ly) > R/ x... xR/,

Beweis. Wir zeigen zunachst, da, oder, gleichbedeutend, surjektiv ist. Sei
e =(,...,0,1,0,...,0) € R/l x...x R/Il, das Element mit der 1 an deten
Stelle. Dann istr,...,r,) = ¢(r)ey + --- + ¢(rp)e,, wobeiry,...,r, € Rund
ri € R/l; die Restklasse von ist. Es genigtf; € R zu finden mity(f;) = g, denn
dannistp(rify +---+rpfy) = (re,....rn).

Wir fixieren alsoi. Seij # i. Nach unserer Voraussetzuhg+ |; = R gibt es
Elementea; € |; undb; € I; mit 1 = a; + b;. Wir setzenf; = ], b;. Ist¢(f) =
(Ct,...,Cn), SOlst, furj #1i,¢; = 0, dab; € I, undg = 1, daf; = [];,(1 - a;) und
aj € li fur alle j #i. Also ist¢(f;) = &.

Offensichtlich ist der Kern vop der Durchschnitt Giber die Idealg .. ., I, also
ist ¢ injektiv. O

Eine Anwendung:

Satz 2.2§Interpolation durch Polynome, einfache Forrst K ein Korper, a,. .. ,a €
K paarweise verschieden und,h ., b, € K, so gibt es ein Polynom P K[X] mit
P(a) = b.

Beweis.Nach dem chinesischen Restsatz gibPesK[X] mit P = bi in K[X]/(X-
a)furi=1,...,n,dennesistX — a) + (X —a;) = K[X] fur i # j. Dies bedeutet
aberP(a) = b. O

2.7. Irreduzible und prime Elemente. SeiR ein kommutativer Ring.

Definition 2.29. Ein Elementa € R heif3tirreduzibel wenn es nicht invertierbar ist,
und wenn aus einer Darstelluag= bc mit b, c € R folgt, dal3 entwedeb oderc
invertierbar sind.

Beispiele2.30 (1) Ein Element € Z ist genau dann irreduzibel, wearoder
—aeine Primzahl ist.
(2) Das PolynomX? + 1 ist irreduzibel inR[X], aber reduzibel inC[X] und
Fo[ X].

Definition 2.31. SeiR ein Integritatsbereich. Ein Elemepte R heil3tprim, falls es
nicht Null ist und keine Einheit, und wenn apg ab mit a,b € Rfolgt p | a oder

plb.
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Beispiel2.32 Ein Elementa € Z ist genau dann prim, wersmoder—a eine Prim-
zahl ist, also genau dann, weairreduzibel ist. (Hier racht sich, daf3 wir gefordert
haben, eine Primzahl i sei positiv.)

Ist p prim, so istp irreduzibel, denn war@ = ab, so folgt entwedep | a, also
a = cp und damitp = p(cb) undb ware eine Einheit, odep | b unda ware eine
Einheit. Aber irreduzible Elemente missen nicht prim sein

Beispiel2.33 In Z[i V5] = {a+ i V5b € C | a,b € Z} ist das Element 2 irreduzibel,
aber nicht prim, denn 26 = (1 +iV5)(1-iV5), aber 2y 1 +i 5.

2.8. Faktorielle Ringe.

Definition 2.34. Ein Ring R heil3tfaktoriell, wennR ein Integritatsbereich ist und
jedesa € R, a # 0 sich als Produk& = up; --- p, von irreduziblen Elementen
P1,..., Pn € Rund einer Einheiti € R* schreiben lalRt und diese Darstellung ein-
deutig bis auf Reihenfolge und Einheiten ist.

“Eindeutigkeit bis auf Reihenfolge und Einheiten” solldehdes bedeuten: Sind
a=up;--- Pp= V- qmzwei Darstellungen mitirreduziblen Elementen. . . ,pn,
O1,- - - Om € Rund Einheiteru,v € R, so giltm = n und es gibt eine Permutation
o € S,y und Einheiteruy, . .., Uy mit p; = UiQy).

Beispiel2.35 Z ist ein faktorieller Ring: Die irreduziblen ElementeZhsind ge-
rade die Primzahlen und negativen Primzahlennlst Z, n # 0, so laf3t sicm
schreiben in der Form = (£1)p; - - - p, mit Primzahlenpy, ..., p, € P nach 1.27.
Diese Darstellung ist eindeutig bis auf Reihenfolge gleamd wir erhalten Genbar
jede weitere Darstellung als Produkt irreduzibler Eleragmdem wir eine gerade
Anzahl von—-Zeichen auf digy; verteilen.

Lemma 2.36.Ist R faktoriell, so ist jedes irreduzible Element prim.

Beweis. Das folgt direkt aus der Eindeutigkeit der Zerlegung induzble Fakto-
ren. |

2.9. Hauptidealringe.

Definition 2.37. Ein IntegritatsbereiclR heiltHauptidealring falls jedes Ideal in
R ein Hauptideal ist, also von einem Element erzeugt ist. imédn: Istl c Rein
Ideal, so gibtes e | mitl = (a).

Lemma 2.38.In einem Hauptidealring ist jedes irreduzible Element prim

Beweis. SeiR ein Hauptidealring ungh € Rirreduzibel. Seiem, b € Rmit p | ab.
Wir mussen zeigen, dgRentwedera oderb teilt. Fallsp kein Teiler vonaist, liegt
anichtin (p). Sei d) = (a, p) das voraundp erzeugte ldeal. Dann gibt e Rmit
dr = p. Dapirreduzibel ist, ist entwedat oderr eine Einheit, d.h. es gilt entweder
(d) = Roder d) = (p). Der zweite Fall wirdea ¢ (p) widersprechen, also gilt
(d) =R Esgibtalsa,se€ Rmit1 =ra+sp alsob = bra+bsp Nun teilt p sowohl
rba als auchbsp also auch deren Sumnhe |
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2.10. Euklidische Ringe.

Definition 2.39. Ein euklidischer Ringst ein IntegritatsbereicR, fur den eine Ab-
bildungd: R\ {0} — N existiert mit der folgenden Eigenschaft: Fur adlb € R
mita # 0 gibtesc,r e Rmitb = ca+r undr = 0 oderd(r) < d(a).

Beispiele2.40Q (1) Z mit dem Absolutbetrag: |.
(2) Der PolynomringK[x] Uber einem KorpeK mit der Gradabbildung grad .
(3) Der Ring derGaul3schen ZahleH[i] = {a+ bi € C | a,b € Z} mit der
Abbildungd(a + ib) = a® + b?.

Satz 2.41. (1) Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.
(2) Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Beweis.SeiR ein euklidischer Ringl c Rein Ideal. Wir wollen zeigen, dal3 es ein
ae Rgibtmitl = (a). Istl = {0}, dann istl = (0). Ansonstensa € |, a # 0 ein
Element mitd(a) minimal. Dann gilt sicherlichd) c I. Istb € I, so gibtesx,r e R
mit b = ca+ r. Dann ist auchi € | und wegen der Minimalitat vod(a) mul3r = 0
gelten, alsd = caund damitl = (a). Damit ist (1) gezeigt.

Sei nunR ein Hauptidealring, un@d € R, a # 0. Angenommen, es gabe keine
Zerlegung vora in ein Produkt aus einer Einheit und Irreduziblen (im Foldgm
kurz “Zerlegung” genannt). Dann ist nicht irreduzibel, laf3t sich also schreiben
a = a;b;, wobeia; undb, keine Einheiten sind. Zerlegungen vanundb, wiirden
eine Zerlegung vora ergeben, wir konnen also annehmanhabe ebenfalls keine
Zerlegung. Wir fahren fort und erhalten Elemeajeas, a4, ... mit a1 | &, die alle
keine Zerlegung besitzen. Dies ergibt eine Kette

(@) c (ag) c (a2) C (as) C

von ldealen inR, deren Vereinigung wieder ein Ideal Riist, also von der Form
(h) fir einh € R. h mulR aber in irgendeinena;j enthalten sein, und es folg ) =
(@ai;1) = (@:2) = .... Insbesondere unterscheiden s&h und & nur um eine
Einheit, was unserer Konstruktion widerspricht. Es gikbatine Zerlegung voa
in eine Einheit und Irreduzible.

Zur Eindeutigkeit der Zerlegung: Seien= up;---p, = VG - - - Om ZWei Zer-
legungen. Nach ...ist jedes irreduzible Element®Riprim. Da p; das Produkt
V@ - - - Om UNd damit aucla - - - gn, teilt, mul3p; einen der Faktoren teilen, und nach
Umsortieren konnen wir annehmenteile q;. Daq, irreduzibel ist, giltg; = piu;
mit einer Einheitu; € R*. Durch Kirzen R ist ein Integritatsbereich!) erhalten
wir die Gleichungup,pz- - pn = VQ2 - - - . Jetzt kdnnen wir die Argumentation
wiederholen und erhalten induktiv die Eindeutigkeit derl@gung. O

Proposition 2.42.Der Polynomring KX] ist ein euklidischer Ring, also ein Haupt-
idealring und faktoriell.

Beweis. Die Gradabbildung gradK[X] \ {0} — N erfullt die Voraussetzungen in
der Definition eines euklidischen Rings nach 2.21. O

2.11. Der Quotientenkorper. SeiRein Integritatsbereich. Wir betrachten die Men-
geX = {(a,b) | a,b € R b # 0} und aufX die Aquivalenzrelationg, b) ~ (a’,b’)
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genau dann, wenabl = ba (dies ist eineAquivalenzrelation, wentR ein Inte-
gritatsbereich ist!). Wenn wir unsy(b) als Bruchg geschrieben vorstellen, ist dies
genau diAquivalenzrelation von Briichen:

g = % s ab =ab.
Insbesondere darf man Kurzen: Es &tl,(od) ~ (a,b) fur alled # 0! Von nun an
bezeichnen wir intuitiv diéhnlichkeitsklasse vorg( b) mit Symbol 2.

Wir wollen auf der Menge der Klassen QuB) (.= X/ ~ eine Ringstruktur defi-
nieren und lassen uns von der Vorstellung an Briiche |éit&ndefinieren also

§+3’ _ab+ab
b b by
a @ _ o

b b bb

Die Addition wird verstandlich, wenn man die Briche “auéitptnenner bringt”.

. -, . s . a/b _ aU+a/b
Unsere Definition lautet dann namh%ﬁ + 05 = T

Unsere Verkniipfungen sind wohldefiniert adiuivalenzklassen, denn ist bei-
spielsweis€; = 7, alsoa’b” = b'a”, so ist

(ab’ + a’b)bl = abbb” + a’b'b?
= abbb” + ab”’b?
— (ab +ab)bly’,
also 2242 — a0 Man rechnet auch leicht nach, daR beide Verkniipfungen as-

soziativ sind. Aul3erdem ist die Multiplikatiorffensichtlich kommutativ.

Quot R) ist mit dieser Addition eine abelsche Gruppe, mit neutralelement
‘—l) und zug Inversem=2. Das bzgl. der Multiplikation neutrale Element %tund
schlie3lich gelten auch die Distributivgesetze, denn

§+i’ c ab(+a’b£
b b

d by d
ab'c+ a’bc

bbd
ab'cd + a’bed

blbrd?
ac ac
bd bd
ac, ac
dd bd
Damit wird Quot R) ein kommutativer Ring. Aber QUOR] ist sogar ein Korper,

fotd ‘~ta b _ab _ 1
dennistf,a,b# 0,soisty - 2 = & = 7.

Definition 2.43. Wir nennen den so aus dem Integritatsberdickonstruierten
Korper Quot R) denQuotientenkdrpevon R.

Die Abbildung can R — QuotR), r ~— £, istein Homomorphismus von Ringen.

Satz 2.44(Die universelle Eigenschaft des Quotientenkorpessi¢: R — R ein
Ringhomomorphismus mit der Eigenschaft, @¢@f} € R eine Einheit ist fur alle
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r # 0 (alsog(R\ 0) c (R)*). Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Homomor-
phismuss: Quot (R) —» R von Ringen, so daf’ das Diagramm

R d R
o T

QuotR)

kommutiert.

Beweis. Sinda,b € Rmit b # 0 so definieren wig(2) = ¢(a) - ¢~%(b). Diese
Abbildung ist konstant auf dehnlichkeitsklassen, induziert also eine Abbildung
¢: Quot®) — R. Man rechnet leicht nach, dafiein Homomorphismus von Rin-
gen ist, und man macht sich schnell klar, daBer einzige Homomorphismus ist,
der obiges Diagramm zum Kommutieren bringt. |

Ist K ein Korper, so bezeichnen wir den Quotientenkodrper k@] mit K(X).

Ubung2.45 Bestimmen Sie den Quotientenkorpei(X)) von K[[ X]].

2.12. Primfaktorzerlegung in Polynomringen.

Definition 2.46. SeiR ein faktorieller Ring. Dann heif3t ein PolynoR{X) = a; +

auX+---+a,X" € RX] primitiv, wenn es kein irreduzibles Elemdnt R gibt, das
alle g teilt, wenn es also keib € R gibt mitb | P(X) (wir fassen hieR c R[X] als

den Unterring der konstanten Polynome auf!).

Lemma von Gaul3 2.47.1st R faktoriell und PQ € R[X] primitiv, so ist auch
P - Q € R[X] primitiv.

Beweis. Wir benotigen ein Lemma.

Lemma 2.48. In einem Integritatsbereich R ist ein Element p genau daimm,p
wenn R(p) ebenfalls ein Integritatsbereich ist.

Beweis. R(p) ist ein Integritatsbereich wenn fur aleb € R ausa-b = 0 entweder
a = 0 oderb = 0 folgt. Dies ist genau dann der Fall, wenn ausabfolgt p | aoder
p | b. Dies ist die Definition eines primen Elemems O

Wir beweisen nun das Lemma von Gaul3. Sh@ € R[X] Polynome und® - Q
nicht primitiv, so gibt es ein irreduzibles-primes) Elemenp € Rmitp | P- Q,
alsoP- Q = 0in R/(p). Nun ist nach obigem Lemnia/(p) ein Integritatsbereich
und nach Lemma 2.20 ist auéti(p)[X] nullteilerfrei. Also istP = 0 oderQ = 0,
alsop | P oderp | Q und damitP oderQ nicht primitiv. O

Wir haben schon gesehen, dal3 der R{ii¥] der Polynome tiber einem Korpkr
euklidisch, also insbesondere faktoriell ist. Der nael&atz verallgemeinert diese
Aussage.

Satz 2.49.Der Polynomring IRX] Uiber einem faktoriellen Ring R ist wieder fakto-
riell.

Insbesondere sind also die RingEXy, . .., X, und K[ Xy, ..., X,] faktoriell.
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Beweis.SeiP € R[X]. Dann kdnnen wiP auch atfassen als Polynom in QudR)( X].

Da Quot R)[X] ein faktorieller Ring ist, gibt es eine ZerleguRgX) = Qu(X) - - - Qn(X)
mit irreduziblen Polynome®.(X),. .., Qn(X). “Multiplikation mit dem Hauptnen-
ner” und anschlieRendem “Teilen durch den groRten geramian Faktor” liefert
uns eine ZerlegunB(X) = cQy(X) - - - Q,(X) mit primitivenPolynomerQ,(X), ..., Qn(X)
und einem Element € Quot R). Nach dem Lemma von Gaul’ 3i(X) - - - Qn(X)
primitiv und wir schlieRert € R. DaR faktoriell ist, gibt es eine Einheit € R* und
irreduzible Element@, ..., pmn € Rmitc=up;-- - pm. Wir erhalten

P(X) = upy- - pmQu(X) - - - Qn(X).
Man macht sich leicht klar, daf, ..., pm, Q1(X),..., Qn(X) € R[X] irreduzibel
sind. Es gibt also eine Zerlegung vBrin Einheit und Irreduzible. Wir haben ubri-
gens auch gezeigt, daf3 ein nicht-konstantes Poly@¢X) € R[X] irreduzibel ist
genau dann, wenn es primitiv und in QuBj[(X] irreduzibel ist.

Wir missen noch zeigen, daf3 diese Zerlegung bis auf Ralyendind Einheiten

eindeutig ist. Ist
P(X) = u'p} - pry Qu(X) - - - Qu (X)

eine weitere Zerlegung der gewiinschten Art mit nicht kamtstn Polynome@! (X),
so sind dieQ/(X) irreduzibel in QuotR)[X]. Da Quot R)[X] faktoriell ist, gilt also
n = n’ und es gibto- € S, und Einheiteng; € Quot R) mit Q;(X) = qu;f(i)(X).
Da nunQ; und Q primitiv sind, folgtg; € R*. Schliel3lich mussenp; - - - pn und
u'p; - pr, bis auf eine Einheit iR Ubereinstimmen und wir schlie3en den Beweis
mit der Bemerkung, daR faktoriell ist.

O

Wir haben eben auch folgendes bewiesen:

Satz 2.50.Ist R ein faktorieller Ring, so ist B R[X] genau dann irreduzibel, wenn
entweder

(1) P ein konstantes Polynom und irreduzibel als Element in,Rdsr
(2) P ein primitives Polynom und irreduzibel @uot R)[ X] ist.

2.13. Das Eisensteinkriterium.

Satz 2.51(Eisensteinkriterium)Ist P(X) = g, X" +--- + a1 X + 8 € Z[X] und ist p
ein Primzahl mit pf a,, p| a1, ..., P| @ und F 1 ay, dann ist P irreduzibel in
Q[X].

Beweis.Wir nehmen unter den Voraussetzungen des Satzes das Gbggmamlich
daRP(X) reduzibel ist inQ[X]. Wir kbnnen sogar annehmei e Z[ X] sei primitiv.
Dann ist nach Satz 2.99 sogar reduzibel iiZ[ X], alsoP = Q- Rmit Q,R € Z[X]
von positivem Grad. Die naturliche Abbildu®y — F, induziert eine Abbildung
Z[X] = Fy[X], F — F, die man dakeduzieren modulo pennt. Dies ist ein Ring-
homomorphismus und wir erhaltéh= Q - R. Nach unseren Voraussetzungen ist
P =aX", alsoQ = cX9undR = dX mitc,d € F,, ¢c,d # Oundqg,r > 0. Es
gilt sogarg,r > 0, denn aus = 0 wiirdeq = n folgen, also wardR ein konstantes
Polynom, was ja nicht der Fall ist. Es ist algar > 0, also sind die konstanten
Terme vonQ, R durchp teilbar, also ist der konstante Term vBrdurch p? teilbar,
was unserer Voraussetzung widerspricht. O
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2.14. Kreisteilungspolynome.

Definition 2.52. Sein € N. Ein € C mit " = 1 heil3t(komplexe) n-te Einheits-
wurzel

Einen-te Einheitswurzel ist also nichts anderes als eine Nuidsties Polynoms
X"—1eC[X].

Das Produkt zweien-ten Einheitswurzeln, sowie das multiplikativ inverseegin
n-ten Einheitswurzel ist wieder eimete Einheitswurzel, also bilden dreten Ein-
heitswurzeln eine Untergruppe der multiplikativen Grugje Aus der Analysis
sollte bekannt sein, daR die Menge deten Einheitswurzeln gerade®™/" | k =
0,...,n—1}ist. Es gibt also genaninte Einheitswurzeln und die Gruppe deten
Einheitswurzeln ist zyklisch, also isomorph ZynZ.

Wir erhalten die Identitat
n
X1 = ]_[(x — )= ]_[(x — g¥ikiny
=1 k=1

Wir kdnnen dien-ten Einheitswurzeln nun nach ihrer Ordnung in Klasseredant
und definieren fud > 1

®4() = | [ (X-2).

ord/=d
(Anmerkung: Hier bezeichnet otddie Ordnung vord). Dann gilt also
X'—1= ]_[ Dy(X).

din

Beispiele2.53 Esist®;(X) = X=1,¢2(X) = X+1,¢3(X) = (X—e2/3)(X—e*"2/3) =
X2 — (&3 + 123X + 1. Aus X® — 1 = Dy(X)D3(X) = (X — 1)(X% — (&7/° +
23X + 1) erhalten wire?/3 + €123 = 1, also®;(X) = X% + X + 1.

Istn = 4, so sindZ = i undZ = —i die einzigen Einheitswurzeln der Ordnung
4 und¢ = -1 die einzige Einheitswurzel der Ordnung 2. Es ist abg@X) = (X +
(X + 1) = X2 + 1 und®,(X) = X + 1. Tatsachlich ist

X =1 = 00,0, = (X2 + 1)(X + 1)(X - 1).
Ubung2.54 Man zeige®q(X) = X° + X3 + 1.

Ganz allgemein gilX" - 1 = (X = 1)(X™! + X"2 + ... + 1), und damit,(X) =
XP1 4 XP=2 + ... + 1 fur eine Primzahp. Insbesonder®,, € Z[X].

Lemma 2.55. Fir alle d > 1 hat @4 ganze Kogizienten:®d4 € Z[X].

Beweis. Per Induktion nachd. Fird = 1 haben wir das schon gesehen. Sei das
Lemma also bewiesen fur alté mit d < d. Dann istX? — 1 = P(X)®4(X) mit
einem PolynonP(X) = ag + - - - + a1 X5t + XS € Z[X] mit Leitkoeffizient 1, und
per absteigender Induktion ber den Exponenten erkenimediafé jeder Koffizient

in ®4(X) eine ganze Zahl ist. O

Lemma 2.56. Sei p eine Primzahl. Dann ist das p-te Kreisteilungspolydeyre
Q[X] irreduzibel.
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Beweis.Die GleichungXP — 1 = (X — 1)@ ,(X) liest sich nach Reduktion modufo
(X=1)P = XP -1 = (X - 1)dy(X).

Also ist®p(X) = (X — 1)P1. Substituieren wiX = Y + 1, so ist®dp(Y + 1) = YP1,
Der konstante Ka@zient von®,(Y + 1) = (Y + 1)P 1+ .-+ (Y + 1) + List= p,
wahrend alle anderen bis auf den Leitko@enten durchp teilbar sind, wie wir
eben hergeleitet haben. Nach dem Eisensteinkriteriuiistreduzibel inQ[X]. o

3. KORPER

Seil ein Korper. Ein TeilringK c L, der selbst ein Korper ist, heillinterkorper
von L. Naturlich ist der Durchschnitt zweier Unterkorper weeckin Unterkorper.
Es gibt also einen kleinsten Unterkorger L, der derPrimkodrpervon L genannt
wird.

Satz 3.1.Der PrimkorperP von L ist entweder isomorph Zuoder zuF, fur eine
Primzahl p.

Anmerkung.2 DaQ unendlich viele un@, genaup Elemente hat, sind die Korper
Q, Fy, F3, Fs, ... paarweise nicht isomorph.

Beweis. Sei¢: Z — L der Homomorphismus von Ringen ngin) = n- 1. Wir
unterscheiden zwei Falle.

Erstensi ist injektiv. Dann gibt es nach der universellen Eigensctas Quo-
tientenkdrpers einen injektiven Ringhomomorphismu® = Quot(Z) — L. Da
jeder Unterkorper voh das Bild vong enthalten muf3, muf3 jeder Unterkorper auch
das Bild vong enthalten, also haben wir den Primkorferon L mit Q identifiziert.

Zweitens:g¢ ist nicht injektiv. Dann ist ke¢ = miZ fur einm € Z und wir erhalten
wegen der universellen Eigenschaft des Faktorrings emjektiven Ringhomomor-
phismusp: Z/mz — L. DaL nullteilerfrei ist, muB, nach Proposition 2.14.eine
Primzahl sein. Folglich haben wir eine EinbettLingIFp — L konstruiert. Wie oben
erkennt man, daR jeder Unterkorper Vonlas Bild vong enthalten muR. Folglich
haben wir den Primkorpét von L mit F,, identifiziert. o

Definition 3.3. Man sagt, der Korpek habeCharakteristik Nul] falls P = Q, und
Charakteristik p falls P = F,. Man schreibt chat = 0 im ersten und chdr = p
im zweiten Fall.

Bemerkung@.4. Es giltker(¢: Z — L) = charL-Z und dadurch ist die Zahl chare
Zso auch eindeutig bestimmt.

3.1. Korpererweiterungen.

Definition 3.5. SeiL ein Korper unK ein Unterkdrper. Das Pa&r c L nennt man
eineKorpererweiterung

Eine Korpererweiterungl c L wird oft auch mit dem Symbdl/K bezeichnet.
Man nenntk dann auch deGrundkorperundL denErweiterungskorper

Seiena,, ay,.. ., a, Elemente au&. Der Durchschnitt aller Teilringe vohb, die
sowohlK als auch die Mengg,, . . ., a,} enthalten, ist wieder ein Teilring und wird
mit K[ay, ..., a,] c L bezeichnet. Er wird auch deon{a,, ..., a,} Uber K erzeugte
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Teilring genannt. Analog ist der Durchschnitt aller Unterkorpen 10 die sowohl
K als aucHay, ..., a,} enthalten, wieder ein Unterkorper und wird idifay, . . ., a,)
bezeichnet. Er wird auch deon{a,, ..., a,} Uber K erzeugte Unterkdorpgenannt.

Ubung3.6. Klay,...,an] = {Pa,....a,) | P € K[Xy,..., X%} K@, ....a,) =

(fa=fk | P Qe K[Xy,..., %], Q@y,. ... an) # O},

Ubung3.7. Man zeigeR[i] = R(i) = C undQ[ V2] = Q(V2) c R.
SeiK c L eine Korpererweiterung.

Definition 3.8. Gibt es ein Elemerd € L mit L = K(a), so heil3t die Korpererwei-
terungprimitv unda ein primitives Element

Die abelsche Gruppk zusammen mit der Multiplikation von Elementen dUs
definiert aufL die Struktur eines-Vektorraums. Wir bezeichnen miL[: K] =
dimg L € N U {oo} seine Dimension.l : K] wird auch derGrad der Korperweite-
rungK c L genannt. Im FalL = K(a) fur eina € L heil3t K(a) : K] auch derGrad
von a Eine endliche Korperweiterungst eine Korpererweiterung von endlichem
Grad. Eine Korpererweiterung vom Grad 2 hej3adratische Korpererweiterung

Beispiele3.9. Esist[C:R] =2,[R: Q] = =, [Q(V2) : Q] = 2.

Definition 3.10. Ein Elementa € L heil3talgebraisch tiber Kfalls es ein Polynom
P € K[X] gibt mit P # 0 undP(a) = 0. Andernfalls heif3& transzendent Uber.K

Beispiele3.11 Wir werden sehen, dal3 jede komplexe Zahl algebraisch &tRib
aber nicht unbedingt Ub€r. Beispielsweise ist nicht algebraisch tbep, wie der

Freiburger Mathematiker Ferdinand von Lindemann beweisente. Daraus folgt
tbrigens die Unmaoglichkeit d€puadratur des Kreises

SeiP € K[X] ein irreduzibles Polynom. DKE[X] ein Hauptidealring ist, istf) c
K[X] ein maximales ldeal, also i&t[X]/(P) ein Korper, dekK enthalt.

Definition 3.12. Ein PolynomP € K[X] hei3tnormiert wenn sein Leitkofizient
1ist.

Satz 3.13.Sei K c L eine Korpererweiterung und a L. Wir betrachten nun die
primitive Korpererweiterung ko K(a).

(1) Ist a algebraisch uber K, so gibt es ein eindeutig bestimmigmiertes
Polynom Pe K[X], so daR Ka) = K[X]/(P). P ist irreduzibel und heifl3t
dasMinimalpolynomvon a tiber K. Es istlegP = [K(a) : K].

(2) Ist a transzendent Uber K, so is{& = K(X).

Beispiele3.14 P(X) = X2 + 1 ist das Minimalpolynom voine C und-i € C tiber
R oderQ. P(X) = X? — 2 ist das Minimalpolynom vornv2 iiberQ.

Beweis. Sei¢: K[X] — K(a) das “Einsetzen vo@”, also ¢(Q) = Q(a). Es ist
im¢ = K[a]. Seil = kerg. Wir erhalten einen Isomorphism&gX]/l = K[a] von
Ringen.

a ist transzendent genau dann, wena 0. In diesem Fall haben wir also einen
IsomorphismuK[X] = K]a], und aus der universellen Eigenschaft des Quotien-
tenkorpers folgern wir einen IsomorphismiieX) = K(a).
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a ist algebraisch genau dann, weng 0. In diesem Fall seP € K[X] das nor-
mierte Polynom kleinsten GradeslinDann istl = (P) undP eindeutig bestimmi.
ist ein Primideal, d&[a] ein Integritatsbereich ist, also iBtein irreduzibles Poly-
nom. Dann isK[X]/l sogar ein Korper. Also id[a] schon ein Korper und damit
K[X]/lI = K[a] = K(a). Diese ldentifikationen halten den Grundkorpeioffen-
bar fest, also istf(a) : K] = dimx K(a) = dimg K[X]/l = degP (letzteres, da
1, X, X2, ..., X9%9P-1 eine Basis vorK[X]/(P) iiberK ist). O

Da [K(X) : K] = o0 (1, X, X?, ...sind linear unabhangig) folgern wir, dafx L
algebraisch ist ubef genau dann, wenrK[(a) : K] endlich ist.
Satz 3.15.Seien Kc L und Lc M Korpererweiterungen. Dann gilt
[M:L]-[L:K]=[M:K],
wobei wir a- co = co - a = oo fiir alle ae N U oo setzen.

Beweis. Sei (;)ic; eine Basis vorL UberK, (m;);c; eine Basis vorM tberL. So
ist (Iim;)i jeixs €ine Basis vorM lber K. Denn istx € M, so gibt es eindeutig

bestimmtes; € L mit
X= Z a;m;,

jed
und dann, fur jedeg, eindeutig bestimmtb, ; € K mit

a; = Z bi,jli-

iel

X= Z bi’jhmj.
I

Also ist

O

BemerkungB.16 Ist [L : K] endlich unda € L, so istK c K(a) c L und nach
dem Satz istiK(a) : K] ein Teiler von L : K]. Also ist der Grad jedes Ubd€
algebraischen Elements au®in Teiler von L : K].

3.2. Algebraische Korpererweiterungen.

Definition 3.17. Eine KorpererweiterundK c L heildtalgebraisch wenn jedes
Elementa € L algebraisch ist Ubef.

Satz 3.18.Sei Kc L eine Korpererweiterung. Dann sind aquivalent:

(1) K c List endlich.
(2) K c L ist algebraisch und endlich erzeugt.
(3) K c L wird von endlich vielen Uiber K algebraischen Elementereagt.

Beweis. Ist K c L endlich, so sicherlich endlich erzeugt und fur ale= L ist
[K(a) : K] endlich, also ist jedea € L algebraisch tbelK undK c L algebraisch.
Also folgt (2) aus (1)

Die Implikation (2) nach (3) ist klar.

Wir zeigen nun, dal3 (1) aus (3) folgt. Wir nehmen an, d@M®erK von den uber
K algebraischen Elementem, ..., a, erzeugt wird. Dann ist = K(ay,...,a,)
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endlich tberK(ay,...,a, 1), K(as,...,a,1) endlich berK(ay,...,a,>),..., und
K(a;) endlich tlbeK. Nach Satz 3.15 idt endlich GibeK. O

Korollar 3.19. Sei Kc L eine Korperweiterung. Die Menge aller Elemente &,
die algebraisch sind uiber K, bilden einen Unterkdrper on

Beweis. Sinda, b € L algebraisch UibeK, so istK(a, b) endlich GberK, also ist
jedes Element ifK(a, b) algebraisch tibeK, insbesondere also+ b, —a unda.
Folglich bilden die UlbeK algebraischen Elemente einen Unterkorperkon O

Korollar 3.20. Sind Kc L und Lc M Korpererweiterungen, so ist M algebraisch
tber K genau dann, wenn M algebraisch Giber L und L algelotaitber K ist.

Beweis. Ist M algebraisch UibeK, so ist sicherlich auclh algebraisch tibeK.
Aul3erdem ist jedes Element aMisalgebraisch Ubek, insbesondere also auch tiber
L, damit istM algebraisch tUbdt. Wir haben also die eine Implikation gezeigt.

Wir nehmen nun anM sei algebraisch Gbér undL sei algebraisch tibé€. Sei
x € M undP das Minimalpolynom vora tiberL. SeiK’ die von den Ko#izienten
von P erzeugte Erweiterung vok. Nach Satz 3.18 i’ endlich UbelK (erzeugt
von endlich vielen algebraischen Elementen) adgebraisch ist Ubdf’, istK’(a)
endlich GberK’, also mus«K’(a) auch endlich GibeK sein. Also ista algebraisch
sogar ubekK. |

3.3. Mit Zirkel und Lineal konstruierbare Zahlen. SeiE c C eine Menge. Eine
Teilmenge vorC heildtaus E konstruierbare Figuifalls sie entweder eine Gerade
durch zwei Punkte vok ist, oder ein Kreis, dessen Mittelpunktinliegt und des-
sen Radius der Abstand zweier Punkt&iist. SeiK(E) c C die Vereinigung vork
mit allen Schnittpunkten zweier verschiedener Busonstruierbaren Figuren. Wir
konnen diese Konstruktion iterieren ubd(E) = K(K(E)), K3(E) = K(K?(E)),
... bilden.

Wir bezeichnen miK = oy K"({0, 1}) c C die Menge demit Zirkel und Lineal
konstruierbaren ZahlerSie ist dfenbar abzahlbar unendlich.

Sei Q c C der kleinste Unterkorper vo@, der mit jedem Element auch seine
Quadratwurzeln enthalt, fir den also gilt: ¥s€ C undx? € Q, so ist auchx € Q.

Satz 3.21.EsistK= Q.

Beweis. Wir zeigenQ c K. Dazu mussen wir zeigen, d&3c C ein Unterkorper
ist, der mit jedem Element auch seine Quadratwurzeln &n®igherlich bildetk
eine Untergruppe der additiven Gruppe der komplexen Zahlen

4 Z+7

-7 Z
¢ ;
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Wir wollen nun zeigen, dal3 m#tundz auchzZ in K liegt. Sicherlich istz, |Z| €
K. Aus der folgenden Figur wird ersichtlich, dal3 algh|Z| € K:

/

12 -1z

7

0 1 Z|

Wir schreiben nurz = |7 - €%, Z = |Z| - €. Winkel lassen sich mit Zirkel und
Lineal addieren:

Tragen wir auf der Geraden durch 0 ugid**” die LangdZ - |Z| ab, haben wir also
zZ konstruiert.

Um zu zeigen, dalK c C ein Unterkorper ist, mussen wir nur noch zeigen,
daR mitz auchz? in K liegt. Natirlich kdnnen wir mit einem Winkel auch sein
negatives konstruieren, und es reicht zu zeigen, daR et NK c C auchr~t € K
liegt. Das erkennt man anhand folgender Konstruktion:

/

r—l

0 1 r

SchlieBlich mussen wir zeigen, da3 miauch seine Quadratwurzeln/z in
K liegen. Man erkennt leicht, da3 mit einem Winkel auch deb&aVinkel kon-
struierbar ist. Es genigt also zu zeigen, daRmié R N K auch seine positive
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Quadratwurzel/r in K liegt. Wir nehmen ohne Einschrankung an, da® > 1,
und betrachten folgende Konstruktion:

0 1 r/2

Nach dem Satz von Pythagorasyét-1 = (r/2)?>—(r/2-1)? alsox* = 1-r-1 =,
alsox = .

Also ist Q c K. Wir mussen noctK c Q zeigen. Dazu reicht es zu zeigen,
daRRQ “stabil ist unter elementaren Konstruktionen”, in Formgl{Q) = Q. Es ist
Q=Q={ze C|ze Q}, denn auch der KorpeD ist stabil unter dem Bilden
von Quadratwurzeln. Also ist = x + iy (mit X,y € R) in Q genau dann, wenn
X,y € Q. Nun werden die mit Zirkel und Lineal au3 konstruierbaren Figuren
durch Gleichungenx— a)? + (y — b)?2 = c bzw.ax+ by = cmita,b,c € RN Q
beschrieben. Simultane Losungen zweier verschiedersclingen lassen sich
schreiben als Linearkombinationen von Elementen@uosler Quadratwurzeln aus
Q, liegen also wieder iQ. O

Korollar 3.22. Jede konstruierbare Zahl ist algebraisch und ihr Grad UlQerst
eine Zweierpotenz.

Beweis. Seiz € K. Dann entsteht nach endlich vielen geometrischen Konstruk-
tionen. Es gibt also eine Kette vajuadratischerErweiterungerQ c K; c K, C
--c Kimitze K. Esist K, : Q] = 2", also istz algebraisch und der Grad van
ist Teiler von 2, also eine Zweierpotenz. O

Korollar 3.23. (1) Delisches ProblemiNicht jeder konstruierbare Wurfel laf3t
sich verdoppeln”, genauer: die dritten Wurzeln v@sind nicht konstruier-
bar.

(2) “Nicht jeder konstruierbare Winkel laf3t sich in drei Tetigilen”, genauer:
e”/3 ist konstruierbar, aber#'/° nicht.
(3) Das regelmafiige Siebeneck lafdt sich nicht konstruieren.

Beweis. Ad (1): Eine dritte Wurzel aus 2 hat den Grad 3 Ulgrist also nicht
konstruierbar.

Ad (2): Die Einheitswurzel = €¥/° ist Nullstelle des Polynom¥® — 1 = (X3 —
1)(X® + X3 + 1), also Nullstelle des Polynom$® + X3 + 1. Dieses Polynom ist
aber irreduzibel, denn substituieren Wir= Y + 1, soist Y + 1)6 + (Y + 1)® + 1
irreduzibel nach dem Eisensteinkriterium, deni#ifiX] ist X° - 1 = (X = 1)° und
(X2-1)= (X-1)3 alsoX® + X3+1 = (X-1)° = Y® AlsoistX® + X3 + 1 das
Minimalpolynom vonZ, ¢ hat also den Grad 6 und ist folglich nicht konstruierbar.
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Ad (3): Das regelmaldige Siebeneck ist konstruierbar gelaan, wenn die Ein-
heitswurzel’ = €7 konstruierbar ist¢ ist Nullstelle des Kreisteilungspolynoms
®; = X+ X%+.--+1. Nach Lemma 2.56 ib; irreduzibel. Also istb; das Minimal-
polynom vonr/, also ist der Grad voti iberQ gleich 6, damit nicht konstruierbar.
|

3.4. Die Quadratur des Kreises.

Satz 3.24(Ferdinand von Lindemann, auf dem Freiburger SchloRb&@2)L r ist
transzendent.

Den Beweis geben wir in Kapitel 5.

Korollar 3.25. Ein Kreis laf3t sich nicht quadrieren. Genauer: Es gibt lkekon-
struktion mit Zirkel und Lineal, die zu einem gegebenenXeén flachengleiches
Quadrat liefern wirde.

Beweis. Dazu mute man ein Quadrat der Seitenlargekonstruieren kdnnen.
Ware +/r konstruierbar, so ware auehkonstruierbar, also algebraisch, was dem
Satz von Lindemann widersprache. |

3.5. Einschub: Endliche Untergruppen der Drehgruppe. SeiS Q3) c¢ GL(R?)
die Drehgruppe des euklidischen Rauriéslst A c R3 eine Teilmenge, so nennen
wir g € S Q3) eineSymmetrie von Aalls g.A = A gilt.

Satz 3.26.Jede endliche Untergruppe der Drehgrupp8(8) ist genau eine der
folgenden Gruppen:

(1) Einezyklische Gruppeler Ordnung n> 1, bestehend aus allen Drehungen
um eine feste Achste um den Wirlkelt/n.

(2) Die Symmetriegruppe eines ebenen gleichseitigen n-Ecksf'2 oder die
Gruppe aller Elemente, die zwei orthogonale Geraden dusshNullpunkt
jeweils in sich tberfuhren (Fall r= 2). Dies sind dieDiedergrupperder
Ordnung2n.

(3) Die Tetraedegruppaller Symmetrien eines Tetraeders (12 Elemente).

(4) Die Wurfelgruppealler Symmetrien eines Wirfels (24 Elemente).

(5) Die Ikosaedergrupp€20 Flachen) aller Symmetrien eines Ikosaeders (60
Elemente).

Beweis. (unvollstandig)

SeiG c S(3) unsere Gruppe. Jedegne G, g # e ordnen wir die beiden
Schnittpunkte der Einheitssphare mit der Drehachseg/ano und nennen diese
Pole. SeiP die Menge der Pole unill = {(g,p) | g € G,g # €, p Pol vong}. So ist
IM| = 2(G| - 1).

Die GruppeG operiert aufP (p Pol vong, sohp Pol vonhgh?). Firp € P sei
G, sein Stabilisator. Dann besteB}, ause und der Menge alleg € G mit Pol p.
Wir erhalten|M| = 3, .p(IGpl — 1). Also erhalten wir

2(GI-1) = > (Gl - 1).

peP
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SeienP;, ..., P, die Bahnen vors auf P, undn; = |G|/|Pj| = |G|, falls p € P;.
Somit}, ,p(IGpl-1) = X IPII(ni—1) = X, IGI/ni(m—1) und mit obiger Gleichung

erhalten wir )
1 1
2(1- == 1-—
( IGI) Z( ni)

i=1
Jeder Summand der rechten Seite ist mindestghsdeshalb ist < 3.
Istr = 0 so0istG = {g}.

Istr = 1,50/G| > 2. also {1- %) > 1> 1- 2, was der hergeleiteten Identitat
widerspricht.

Istr = 2,s0 2|G|] = 1/n; + 1/ny, alson; = n, = G. Also werden alle Pole
von jedem Gruppenelement festgehalten. Es gibt also gemeiuPole und unsere
Gruppe ist zyklisch.

Istr = 3, so

i - 1 + i + i -1

IGl nm np ng O
ObdANn; < n, < n3. Son; = 2. Istn, = 2, s0 3 = |G|, also|P3| = 2 und die
Elemente auP; liegen sich notwendigerweise gegeniber (sonst konntélement
mit Drehachse durch einen Punkt vBnden OrbitP; nicht erhalten). Jedes Element
g € G\ Gz muld die beiden Elemente P vertauschen. Jede Drehachse ist also
entweder die Achse durch die beiden Punkte Bgisoder orthogonal zu dieser.
Dann istG die Diedergruppe (Ecken desEcks=Schnittpunkte aller orthogonalen

Achsen mit Einheitssphare).

n, > 4 ist nicht moglich, deng + n—12 + n—13 > 1 ergibtn < 4.

Ist n, = 3, so gibt es die Moglichkeitens = 3,4,5 mit |G| = 12 24, 60. Dies
ergibt die Symmetriegruppen des Tetraeders, des Wudetsdes Ikosaeders.

Hinweise: Drehachsen beim Wirfel: Durch Ecken, Kanteteniind Seitenmit-
ten gibt Polorbiten der Ordnung 8, 12, 6.

Drehachsen beim Tetraeder: Durch Ecken und Seitenmittesh gagentuberlie-

gende Seitenmitte). 1. Bahn: 4 Ecken. 2. Bahn: Antipoderldgsken, 3. Bahn: 6
Schnittpunkte der restlichen Drehachsen. |

3.6. Endliche Korper. Ein Korper mit endlich vielen Elementen hei&tdlicher
Korper. In diesem Abschnitt wollen wir die endlichen Korper klifiggeren.

Satz 3.27.Ist K ein endlicher Korper mit m Elementen, so ist m eine Rahipo-
tenz, also m= p" fur eine Primzahl p und ein & 1. Zu jeder Primzahlpotenz"p
gibt es bis auf Isomorphie genau einen Korper mitGhementen. Wir bezeichnen
diesen mitF .

Zum Beweis bendtigen wir einige Hilfssatze.

Lemma 3.28. Sei K ein Korper und Re K[X] ein nicht konstantes Polynom. So
gibt es eine Korpererweiterung K L, so dal3 P in L eine Nullstelle besitzt.

Beweis. Es reicht, das Lemma fil? irreduzibel zu beweisen. S&i eine weitere
Variable. Wir fasserP als Element des Polynomring[T] auf und wahlenL :=

K[T]/(P) mitder naturlichen Inklusion vold. DaP irreduzibel ist, isL ein Korper.
Nun betrachten wiP wieder als Polynom itK[X] c L[X]. SeiT € L das Bild von
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T € K[T] unter der ProjektiorK[T] — K[T]/(P). So istT € L eine Nullstelle von
P, dennes gilP(T) =P(T) =0in L. O

Proposition 3.29. Sei K ein Korper und R K[X] ein nicht-konstantes Polynom.
Dann gibt es eine Korpererweiterung K L, so dal3 P uber L in Linearfaktoren
zerfallt.

Beweis.Wir miissen das Lemma nur mehrmals anwenden. m|

Lemma 3.30. Sei g= p" eine Primzahlpotenz und L ein Korper der Charakteristik
p, indem das Polynom®- X vollstandig in Linearfaktoren zerfallt. Dann bilden
die Nullstellen dieses Polynoms einen Unterkorper vonrlka@edinalitat g.

Beweis.Da p die Charakteristik voib ist, ist die Abbildung FriL — L, Fr(@) = a
ein Korperhomomorphismus. Also ist aucl' FL. — L, a — a“ ein Kérperhomo-
morphismus. Die Nullstellen des Polynond$ — X in L sind genau die Fixpunkte
von Fi" und bilden deshalb einen Unterkorper.dstine solche Nullstelle, so gilt

X-a(X-a®t-1)=X-a'-X-a)=XI-al-X+a=XI-X

und somit ista nur eine einfache Nullstelle vax?® — X. Also gibt es genag Null-
stellen vonX9 — X'in L. ]

Wir bendtigen noch ein weiteres Resultat, bevor wir Sa27 Beweisen konnen.
Ist K ein Korper, so isK* = K \ {0} eine multiplikative Gruppe.

Satz 3.31.Eine endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe sif@rpers K
ist zyklisch.

Beweis.SeiG c K* eine endliche Untergruppe und
M :={neN| esgibteing e G mitordg = n}.

Dann enthaltM mit jedemn auch alle Teiler vom. Sindm,n € M teilerfremd,
so folgtm- n € M. Sei nunn € M maximal. Dann ist jedes Element akbalso
Teiler vonn. Insbesondere ist jedgse G Nullstelle des PolynomX" — 1. Dieses
Polynom hat aber hochstendNullstellen, also istG| < n. Da es aber ein Element
der Ordnungn in G gibt, ist|G| = n, folglich ist G zyklisch. O

Beweis von Satz 3.2%eiF ein endlicher Korper. So ist ch&r= p > 0 eine Prim-
zahl.F ist damit ein Vektorraum ubét, von endlicher Dimension, hat alsay = p”
Elemente. Somit ist die Kardinalitat jedes endlichenp&s eine Primzahlpotenz.

Die multiplikative GruppeF* hat Ordnungy — 1 und nach Satz 3.31 ist sie zy-
klisch, also ist jedes Element va@i Nullstelle des PolynomX4! — 1. Somit ist
jedes Element voi¥ Nullstelle vonX9 — X. Da dieses Polynom hochsteg®ull-
stellen hat, zerfallt es also vollstandig tfferAul3erdem isF, c F primitiv (daF*
sogar zyklisch ist). Also ist das Minimalpolynom eines Eigersa < F ein irre-
duzibler Faktor vonX? — X vom Gradn. Umgekehrt ist eine Nullstelle ik eines
irreduziblen Faktors vom Graalvon X9 — X ein Erzeuger voif uberF, (da sie ja
eine Korpererweiterung vom Grakerzeugt). Somit ist

F = Fy[X]/(P)
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fur jedenirreduziblen Faktor vom Gradvon X% — X. Also sind je zwei Korper der
Kardinalitatp” isomorph.

Wir missen nur noch zeigen, dal? es zu jeder Primzahlpotenp” tatsachlich
einen Korper mitg Elementen gibt. Nach Proposition 3.29 gibt es eine Konpere
weiterungF, c L, in derX% — X vollstandig in Linearfaktoren zerfallt. Nach Lem-
ma 3.30 bilden die Nullstellen dieses Polynomg iainen Korper der Kardinalitat

q. O

Satz 3.32.SindF undF’ endliche Korper, so gibt es eine Einbettufg»F’ genau
dann, wennF’| eine Potenz voff| ist.

Beweis. Dal3 die Bedingung notwendig ist, sieht man daran, Ba(nter einer
Einbettungf—F" einF-Vektorraum wird. Ist umgekehit = F undF” = Fyn mit
njm, so betrachten wir auf’ die Frobeniusabbildung Fi' — F’, X — xP. Dann
ist die Fixpunktmenge von Frein Unterkorper vorF’. Wir behaupten, dafl} e"
Elemente enthalt. Jedes ElementFinist Nullstelle des PolynomXP" — X. Das
PolynomXP" — X ist aber ein Teiler vorXP" — X: Dennq — 1 teilt g — 1 fur jedes
rund X+t — 1 teilt X9-1 - 1 furr jedesr, also teiltX? — X das PolynonX¥ — X fir
alle g, r. Damit teilt X?" — X das PolynonX?" — X, also zerfalltX?" — X UberF’
vollstandig in Linearfaktoren. AuRerdem hét' — X keine mehrfache Nullstelle,
daX? — X = (X — a)((X — a)P** — 1) (wie oben). Damit haX”" — X genaup”
verschiedene Nullstellen, die einen Unterkorper phiElementen bilden. Also gibt
es eine Inklusiofy — Fgn fur njim. O

3.7. Zerfallungskorper. Ist K c L eine Korpererweiterung unB € K[X], so
konnen wirP auch als Element ih[X] auffassen und uns fragen, waRniber L
(also inL[X]) vollstandig in Linearfaktoren zerfallt.

Definition 3.33. SeiK ein Korper undP € K[X] ein Polynom. Eine Korpererweite-
rungK c L hei3tZerfallungskorpewon P UberK, falls P in L[X] in Linearfaktoren
zerfallt undL UberK erzeugt wird von den Nullstellen vda

Beispiele3.34 (1) R c Cist der Zerfallungskorper vOX? + 1.
(2) Q c Q(e*") ein Zerfallungskorper voX" — 1.
(3) Q c Q(V2) ist kein Zerfallungskorper.

Fur jedes Polynoni € K[X] gibt es einen Zerfallungskorper, denn nach Satz
3.29 gibt es eine Korpererweiterung, in der das Polyfoperfallt und wir konnen
also den von den Nullstellen vdherzeugten Unterkorper wahlen. Wir zeigen nun,
in welchem Sinne ein Zerfallungskorpérc L die kleinsteKorpererweiterung ist,
in derP vollstandig in Linearfaktoren zerfallt.

Satz 3.35.1st K c L der Zerfallungskorper von B K[X] Uber K, und Kc L’ eine
Korperweiterung mit der Eigenschatft, dafd P Ubéwbllstandig in Linearfaktoren
zerfallt, so gibt es eigp: L — L’, so dal3 das Diagramm

kommutiert.
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Insbesondere sind je zwei Zerfallungskorper ¥isomorph:

Satz 3.36.Sind Kc L und K c L’ zwei Zerfallungskorper des Polynom&K][ X],
so gibt es einen IsomorphismgisL — L’ mit ¢|x = id.

Um die Satze zu beweisen brauchen wir einige Aussageéanirann sich eine
InklusionK c L’ zu einer Inklusior. c L’ ausdehnen lal3t. Genauer gesagt suchen
wir also einen Homomorphismus L — L’ mit ¢(a) = a fur allea € K (Erin-
nerung: Alle Homomorphismen zwischen Korpern sind injgktDiagrammatisch
ausgedrickt suchen wir e¢in L — L', so daf3

L— 1
K
kommutiert. Wir nennen ein solchgsim folgenden kurz einfAdusdehnung von
K c L’ oder noch kirzer einAusdehnung

Ist nunL = K(a) eine primitive algebraische Korpererweiteruige K[X] das
Minimalpolynom vona tiberK und¢: K(a) — L’ eine Ausdehnung voK c L’,
so gilt 0= ¢(P(a)) = P(¢(a)) = 0inL’. Somit kdbnnen wir jeder Ausdehnuggine
Nullstelle des PolynomB in L’ zuordnen.

Lemma 3.37.Die obige Abbildung liefert eine Bijektion

Ausdehnungen i Nullstellen in L des Minimal
¢: K@ — L"vonKc L polynoms P von a

¢ )
Es gibt also hochsterdegP = [K(a) : K] mogliche Ausdehnungen.

Beweis. Die Abbildung ist injektiv, da eine Ausdehnuigg K(a) — L’ durch das
Bild von a eindeutig bestimmt ist. Ist umgekelote L’ eine Nullstelle vorP, so
konnen wir zunachst die Auswertunglaralso den Homomorphismys: K[X] —

L', Q — Q(b), definieren. Dann isp’(P) = 0 und wir erhalten einen Homomor-
phismusK[X]/(P) — L’ von Korpern. Nach Satz 3.13 gibt es einen Isomorphismus
K(a) = K[X]/(P), der aufK die Identitat ist, und die Verkettung mit liefert uns
eine Ausdehnung. Also ist obige Abbildung auch surjektiv. O

Anmerkung3.38 SeienK c L undK c M Korpererweiterungen. Per Induktion
zeigt man, dal3 es hochstens:[ K] verschiedene AusdehnungeénL — M von
K c M geben kann (vgl. Lemma 4.5).

Proposition 3.39.Sei Kc K(ay, .. ., a,) eine algebraische Korpererweiterung und
K c L’ eine Korpererweiterung mit der Eigenschaft, daf? die Madpolynome der
a Uber L vollstandig in Linearfaktoren zerfallen. Dann gibt es @iAusdehnung
¢: K(ag,...,a,) » L"vonKc L.

Beweis. Wir wenden obiges Lemma mehrmals an (und wahlen in jedemitSch
passende Nullstellen). |

Beweis von Satz 3.3%ind ay, . . ., a, die Nullstellen vonP in L, so ist alsoL =
K(ay,...,a,). Es gibt also, nach Proposition 3.39, eine Ausdehriurg L’. O
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Beweis von Satz 3.3®ach Satz 3.35 gibt es AusdehnungerL — L’ und¢’: L’ —
L. Nun ist die Verkettung’o¢: L — L linear ubeK und injektiv.L ist aber tibeK
ein endlich dimensionaldf Vektorraum, also isp’ o ¢ bijektiv. Da auchy’ injektiv
ist, mul3¢ schon bijektiv sein, also ein Isomorphismus. |

Lemma 3.40. Sei K c L der Zerfallungskorper von B K[X] und K c M eine
beliebige Korpererweiterung. Dann ist das Bild einer Aetsdungy: L — M von
K c M unabhangig vorm.

Beweis.Sei¢: L — M eine Ausdehnung. Dann wikg{L) erzeugt lbeK von den
Nullstellen des PolynomB in M. |

3.8. Normale Korpererweiterungen.

Definition 3.41. Eine Korpererweiterun$ c L heildtnormal falls sie algebraisch
ist und jedes UbeK irreduzible Polynom, das ib eine Nullstelle hat, ibdr schon
vollstandig in Linearfaktoren zerfallt.

Beispiel3.42 Die ErweiterungQ c Q(V?2) ist nicht normal, denR(X) = X3—2 hat
zwar eine Nullstelle irQ(V2), zerfallt inQ(V2)[X] aber nicht in Linearfaktoren.

Satz 3.43.Sei Kc L eine endliche Korpererweiterung. Dann ist&KL genau dann
normal, wenn L der Zerfallungskorper eines Polynomg ikbest.

Beweis. Ist K ¢ L normal und endlich, so idt = K(ay, ..., a,) fur gewisse alge-
braische Elementay, ..., a, € L. SeiP das Produkt der Minimalpolynome day
UberK. Dann zerfalltP UberL in Linearfaktoren, somit idt der Zerfallungskorper
von P UberK.

Sei nunL der Zerfallungskorper des PolynorRdiberK. SeiQ € K[X] irredu-
zibel mit einer Nullstellea € L. Wir missen zeigen, da@ GiberL vollstandig in
Linearfaktoren zerfallt. Sdi c M eine Korpererweiterung, in d€ vollstandig in
Linearfaktoren zerfallt. Ist nub € M eine Nullstelle vorQQ, so gibt es nach Lemma
3.37 eine Ausdehnunig(a) - M mit a — b. DaL in M enthalten ist, zerfallP
auch inM vollstandig. Nach Satz 3.35 konnen wir als(a) — M weiter ausdehnen
und erhalten eine Ausdehnupg L — M von K c M mit b € ¢(L) (Bemerkung:
L ist naturlich auch der Zerfallungskorper vBriiberK(a)). Aber auch unsere In-
klusionL c M mit der wir gestartet sind, ist eine Ausdehnung ¥orx M, also gilt
¢(L) = L nach Lemma 3.40. Insbesondere liegt unsere Nulldtedtshon inL. Also
zerfallt Q schon Uibet. undK c L ist normal. O

SeiK c L eine endliche Erweiterung. Im folgenden Satz wollen wigeei, dal3
es einekleinsteErweiterungL c N gibt, so dafX c N normal ist.

Satz 3.44.Sei K c L eine endliche Korpererweiterung. Dann gibt es eine Kibep-
weiterung Lc N, so dal3 Kc N normal ist und die die Eigenschaft hat, daf3 es fur
jede Erweiterung Lc N’, so dall Kc N’ normal ist, einen Homomorphismus
¢: N — N mitg|_=id_ gibt.

Beweis.Seienay, ..., a, € L Erzeuger vorL. UberK. SeiP € K[X] das Produkt der
Minimalpolynome defg;. Der ZerfallungskorpeN von P tberL ist normal Giber
K. IstL c N’ eine weitere Erweiterung, so d&B c N’ normal ist, so zerfallP
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uberN’ in Linearfaktoren, denn wegdn c N’ hat jeder irreduzible Faktor voR
eine Nullstelle inN’. Nach Satz 3.35 gibt es also eine Ausdehngin§l — N’ von
LcN. |

3.9. Separable Korpererweiterungen. SeiK ein Korper.

Definition 3.45. (1) Ein PolynomP € K[X] heil3tseparabelfalls es in seinem
ZerfallungskorpeK c L nur einfache Nullstellen hat.
(2) SeiK c L eine Korpererweiterung. Dann heifite L separabel Uber K
falls a algebraisch ist Ubef und sein Minimalpolynom separabel ist.
(3) Die Korpererweiterungl c L heil3tseparabelwenn jedes Element als
separabel ist Ubef.

Anmerkung3.46 SeiP € K[X] und K c L sein Zerfallungskorper. Dann hBtin
L nur einfache Nullstellen, wenn es in jeder KorpererweigrK ¢ M hochstens
einfache Nullstellen hat. Zum Beweis bilden wir den ZddiagskorpeM c L’ von
P GberM und wenden Satz 3.35 an. Wir erhalten ginL — L’. Die Nullstellen
von P in L’ sind dann genau die Bilder der Nullstellen vi@iin L unterg, also sind
alle verschieden.

Beispiel3.47. Fy(TP) c Fy(T) ist nicht separabel, denn das Minimalpolynom von
T UberFp(TP) ist XP — TP = (X — T)P, hat also mehrfache Nullstellen.

Ubung3.48 F, C Fy ist separabel .

Proposition 3.49. Sei Pe K[X] ein irreduzibles Polynom.

(1) IstcharK = 0, so ist P separabel.
(2) IstcharK = p, so ist P separabel genau dann, wenn P nicht von der Form
P(X) = Q(XP) fur ein Qe K[X] ist.

Zum Beweis bendotigen wir einige Aussagen Uber fdienale Ableitung P e

K[X] eines Polynom® e K[X], die wie folgt definiert wird: Ist
P(X) =ap+ayX + -+ apX",
so definieren wir
P/(X) := a1 + 28X + 3agX% + - - - + ng, X" 2.

Man prift leicht nach, da@(+ Q) = P’ + Q' und PQ) = P’'Q + PQ gilt.
Lemma 3.50. Ein Polynom Pe K[X] ist genau dann separabel, wenn P undrP
K[X] teilerfremd sind.

Aus dem Lemma folgt: EinrreduziblesPolynomP’ ist genau dann separabel,
wenn seine Ableitung nicht Null ist.

Bemerkung3.51 Zwei PolynomeP, Q € K[X] sind teilerfremd wenn jeder ge-
meinsame Teiler eine Einheit ist.

Beweis. Sei K c L der Zerfallungskorper vo®. Wir behaupten, da® und P’
teilerfremd sind irK[X] genau dann, wenR undP’ teilerfremd sind in_[X]. Sind
namlichP und P’ teilerfremd inL[X], so sicherlich auch iK[X]. Sind P und P’
teilerfremd inK[X], so gibt esQ,R € K[X] mit PQ + PPR = 1 (denn das von
P und P’ erzeugte Ideal irK[X] ist ein Hauptideal und wird erzeugt von einem
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gemeinsamen Teiler vadaund P, ist also gleictK[X]). Diese Gleichung gilt auch
in L[X], jeder gemeinsame Teiler véhund P’ ist also auch Teiler von 1, damit eine
Einheit. Also sindP undP’ teilerfremd inL[X].

HatP in L die mehrfache Nullstell, so istP = (X —a)?Q fiir einQ € L[X], und
P’ = 2(X — a)Q + (X — @)>Q’. Damit istX — a Teiler vonP undP’, also sindP und
P’ nicht teilerfremd.

SindP und P’ nicht teilerfremd inK[X], so auch nicht irL[X]. Dann gibt es also
eina € L, so dalRX — a sowohlP als auchP’ teilt. Somit istP(X) = (X — a)Q fur
einQ € L[X], alsoP’'(X) = Q + (X - a)Q’, und aus”’(a) = 0 folgt Q(a) = 0. Dann
hatP aber eine doppelte Nullstelée |

Beweis der Proposition 3.49st P nicht separabel, so sind nach obigem Lentna
und P’ nicht teilerfremd. IstP zusatzlich irreduzibel, so muB = O folgen. Ist
charK = 0, so mul® ein konstantes Polynom sein und das steht im Widerspruch
zur Irreduzibilitat. Ist chaK = pundP(X) = ap + a; X + - - - + a,X", so mul3 aus

a # 0 folgen, daf3i. Also gibt esQ € K[X] mit P(X) = Q(XP). |

Definition 3.52. Ein Korper K heil3t perfeki falls entweder seine Charakteristik
Null ist oder chaK = p > 0 und es fur jedes € K einep-te Wurzel (also eity mit
yP = X) gibt.

Satz 3.53.Ist K perfekt, so ist jede algebraische Korpererweitersegarabel.

Beweis. In Charakteristik Null ist jedes irreduzible Polynom segisel, also ist
auch jede Korpererweiterung separabel. Sei nunikhar p > 0, K c L eine
Korpererweiterung und € L ein Element mit nicht separablem Minimalpolynom
P € K[X]. So istP von der FormP(X) = by + by XP + - - - + b, X"P. Wahlen wirp-te
Wurzelng; derb;, so istalsdP(X) = af + (@ X)P +- - - + (@ X")P = (@g + ay X + - - - +
a,X")P, also nicht irreduzibel. Das ist ein Widerspruch. Also gibtkeina € L mit
nicht separablem Minimalpolynom, also Istc L separabel. O

Satz 3.54.Fur eine Korpererweiterung K L sind aquivalent:

(1) K c L ist separabel.
(2) L wird Uiber K von separablen Elementen erzeugt.

Ist K c L endlich, so sind zusatzlich aquivalent:

(3) Fur jede Korpererweiterung Lc N, so dal3 Kc N normal ist, gilt: Die
Anzahl der Ausdehnungen L — N von Kc N ist[L: K].

(4) Es gibt eine Korpererweiterung K N fur die gilt: Die Anzahl der Ausdeh-
nungeny: L — N von Kc N ist[L: K].

Bemerkund.55 In (3) und (4) ist die Bedingung, dd@ eine Erweiterung voih
sei, etwas kunstlich. Der Grund hierfur ist, da’ wir abis®en missen, dai zu
kleinist, bspw. mussen wikl = K im allgemeinen ausnehmen. Die Bedingung

N kann ersetzt werden durch die Bedingung: Es gibtdestens einAusdehnung

L — N von K c N. Wissen wir zum Beispiel, dal3 die Minimalpolynome von
Erzeugern vor in N zerfallen (oder auch nur eine Nullstelle haben), so ist inse
Bedingung erfullt.
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Beweis.Wir nehmen zunachst aK, c L sei eine endliche Erweiterung. Dal3 (2) aus
(1) folgt, ist klar. Um zu zeigen, dal3 (3) aus (2) folgt, nelnmaer zunachst an, daf3
L = K(a). Daa separabel ist Ubdf, ist das Minimalpolynom vom UiberK sepa-
rabel, hat alsoK (a) : K] verschiedene Nullstellen iN. Nach Lemma 3.37 gibt es
also genauK(a) : K] verschiedene Ausdehnungen. Wir erhalten nun den allgemei
nen Fall per Induktion. Dazu nehmen wir an, es gad@{, . . ., a,) : K] verschiede-
ne Ausdehnunges: K(ay,...,a,) = N vonK c N. Nach dem eben Bewiesenen
konnen wir jede dieser Ausdehnungen auf genéfaf, ..., a..1) : K(a,...,a)]
verschiedene Weisen ausdehnen zu einem Homomorphikitays. . ., a,;1) —

N. Es gibt also genauK(ay,...,an1) : K(ag,...,a)] - [K(as,...,an) : K] =
[K(as,...,an1) : K] verschiedene Ausdehnungkfa, ..., a,.1) = NvonK c N.
Damit folgt also (3) aus (2).

(4) ist ein Spezialfall von (3). (Man beachte Satz 3.44).

Wir zeigen nun, dal3 (1) aus (4) folgt. Ikt c L nicht separabel, so gibt es ein
a € L mit nicht separablem Minimalpolynom UberK. Dann gibt es hochstens
[K(a) : K] — 1 verschiedene AusdehnunggnK(a) — N von K c N. Aber dann
kann es hochsten& [ K] — 1 verschiedene AusdehnungenlL — N geben.

Schlief3lich miissen wir noch zeigen, daf3 (1) und (2) fuhtréndliche Korperer-
weiterungerK c L aquivalent sind. Dies folgt aber daraus, daf3 (1) und (Zkfien
endlichen Zwischenkorpét c K(ay, ..., a,) c L aquivalent sind. |

Satz 3.56(Satz vom primitiven Element)st K c L eine endliche separable Kor-
pererweiterung, so gibt es einal mit L = K(a).

Beweis. SeiL c N eine Erweiterung, so daR c N normal ist (die gibt es nach
Satz 3.44). DK c L separabel ist, gibt es gendu]K] Ausdehnungeih — N von
K c N. Fur zwei Ausdehnungem ¢ : L — N ist die Mengex € L | ¢(X) = ¥(X)}
ein Unterkorper voi, derK enthalt, insbesondere also é&rUntervektorraum von
L.

Ist nunK endlich, so ist aucl. endlich und nach 3.31 idt* zyklisch und der
Satz folgt. IstkK unendlich, so kann déf-VektorraumL nicht durch endlich viele
echte Untervektorraume uberdeckt werdebyng!). Es gibt also eia € L mit der
Eigenschaft, dal3 aus{a) = y(a) fur Ausdehnungem,y: L — N schong = ¢
folgt. Restringieren liefert eine Injektion

Ausdehnungeh — N < AusdehnungeiK(a) — N
vonK c N vonK c N

Da nun die Menge rechts hochstedd) : K] Elemente, die Menge links aber
[L : K] Elemente hat (und natirlickKfa) : K] < [L : K] gilt), folgt [K(a) : K] =
[L : K], und somitL = K(a). |

Ubung3.57. SeiK c M c L eine Korperkette.

(1) K c L ist separabel genau dann, weirc M undM c L separabel sind.
(2) IstK c L normal, so istM c L normal. Geben Sie ein Beispiel an fur den
Fall, daRK c L normal ist,K c M aber nicht.
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Wir betrachten die Korperket@ c Q(V2) c Q(V2) (hier sind jeweils die positiven
reellen Wurzeln gemeint). Dann sidlc Q(V2) undQ(V2) c Q(V2) normal, da
vom Grad 2, abe® c Q(V?2) ist nicht normal.

4. GALOISTHEORIE

4.1. Die Galoisgruppe.

Definition 4.1. SeiK c L eine Korpererweiterung. Die Menge der bijektiven Ring-
homomorphismeh — L, dieK punktweise festhalten, heil3t dégaloisgruppeson
L UberK. Sie wird mit Gal(/K) notiert.

Beispiele4.2 (1) Die Galoisgruppe voi® c C ist die Gruppe mit zwei Ele-
menten, bestehend aus der Identitat und der komplexenugatipn.
(2) Die Galoisgruppe vof® c Q(V2) ist trivial.
(3) Ist p eine Primzahl, so ist der Frobenius Hi;n — Fgn, Fr(x) = xP ein
Element in Galf »m/Fp). Allgemeiner ist Ft ein Element in Galfym/Fp).

Anmerkungt.3. IstK c L endlich, soistschon jeder Ringhomomorphismpug —

L, der K punktweise festhalt, eine Bijektion. Denrnist injektiv als Homomor-
phismus zwischen Korpern, und, dain endlich dimensionald€-Vektorraum ist,
schon ein Isomorphismus vd&Vektorraumen.

Proposition 4.4. Es gilt|Gal(L/K)| < [L : K].
Wir zeigen folgende starkere Aussage:

Lemma 4.5. Sind K ¢ L und K ¢ M Korpererweiterungen, so gibt hochstens
[L : K] Ausdehnungen b M von Kc M.

Beweis.Wir konnen L : K] < oo annehmen. Wir argumentieren dann per Induktion
tber L : K]. Gibt es keinen echten Zwischenkorger: L’ c L, soistL = K(a) fur
jedesa € L, a # K. Damit gibt es, nach Lemma 3.37, so viele Homomorphismen
K(a) —» M UberK wie es Nullstellen des Minimalpolynoms vann M gibt, also
hochstensl] : K] viele.

Ansonsten wahlen wir einen echten Zwischenkokoer L’ c L. Per Induktion
gibt es hochsten| : K] Ausdehnunge.” — M und, uUber jeder dieser Ausdeh-
nungen, hochstend [: L] Ausdehnunger. — M. Insgesamt erhalten wir also
hochstensl] : L’] - [L” : K] =[L : K] Ausdehnungen. O

Die folgende Proposition wurde in der Vorlesung im Wintersster O®7 aus-
gelassen!

Proposition 4.6. Sei ¢ eine Primzahlpotenz und m 1. So istGal(Fym/Fy) eine
zyklische Gruppe der Ordnung m, erzeugt von der FrobenhikhimgFr" : x —
xP"

Beweis.Seiy = Fr" € Gal(FEpm/Fy). So haty" hochsteng™ Fixpunkte (Nullstellen
des Polynom&P" — X). Insbesondere sind id 1°,v,v?, ...,y™! paarweise ver-
schieden. Also erzeugtin Gal{F,w/F) eine zyklische Untergruppe der Ordnung
m. Nach Proposition 4.4 hat die Galoisgruppe aber hochstdeiemente. O
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4.2. Galoiserweiterungen.

Definition 4.7. Eine separable und normale Korpererweiterung he#dbiserwei-
terung

Ist M eine Menge un@& x M — M, (g, m) — g.meine Operation einer Gruppe
G aufM, so seiM® = {me M | g.m = mfir alle g € G} die Menge der Invarianten.

SeiK c L eine Korpererweiterung mit Galoisgrup@e= Gal(L/K). G operiert,
per Definition, auf det. zugrundeliegenden Menge.

Satz 4.8.Sei Kc L eine endliche Erweiterung. Dann sind aquivalent:

(1) K c L ist eine Galoiserweiterung.

(2) Esist|Gal(L/K)| = [L : K].

(3) Esist K= L%/ = (ac L |y(a) = afiralley € Gal(L/K)}.

(4) Fur jedes ae L ist []pegair/k).a(X — b) das Minimalpolynom tber K.

Beweis. Nach Satz 3.54 igGal(L/K)| = [L : K] fur jede normale und separable
ErweiterungK c L. Also folgt (2) aus (1). Seli’ = L®@U/X), Dann ist Gal(/K) =
Gal(L/L"). Gilt (2), so folgt L : K] = |Gal(L/K)| = |Gal(L/L")| < [L : L’], aber
naturlich giltauchL : L'] <[L: K], alsofolgt[L : L'] =[L : K] und damitL = L’,
also (3).

Wir zeigen nun, dal3 (4) aus (3) folgt. Seie L und P € K[X] sein Minimal-
polynom. Isty € Gal(L/K), so isty(a) eine Nullstelle vonP. Somit istQ(X) =
[Tbecai/k).a(X — b) ein Teiler vonP. Nun operiert Gal(/K) auch aufL[X] durch
Ringautomorphismen (kéigzientenweise, es ist alsdag + - - - + a,X") = y(ap) +
-+ + y(a,)X"). Offensichtlich ist, furR € L[X], y(R(X)) = R(X) fur alle y €
Gal(L/K) genau dann, wenR(X) € LE/K[X] = K[X] c L[X]. Nun ist

Y(Q(X)) = 7[ (X - b)]
beGal(lL/K).a
= (X —(b))
beGal(L/K).a
= Q(X),

alsoQ(X) € K[X]. Da P irreduzibel ist undQ normiert, ist alsd® = Q, und damit
haben wir Aussage (4) gezeigt.

Gilt (4), so istK c L sicherlich separabel und normal, also Galois. ]

4.3. Die Galoiskorrespondenz.SeiK c L eine Korpererweiterung ung c M c
L ein Zwischenkorper. So ist Gal(M) c Gal(L/K) die Untergruppe aller Auto-
morphismen, die sogaM festhalten. Ist umgekehH c Gal(L/K) eine Untergrup-
pe, so kdonnen wir den Fixkorper

LM ={aeL|y(a) = afuralley € H}
bilden. Er enthalk.

Erinnerung:lst K c L separabel, so sind auéhc M undM c L separabel. Ist
K c L normal, soist auciM c L normal. AberK c M ist dann nicht notwendiger-

weise normal (BspQ c Q(V2) c Q(V2, /32, &/3+2)).
Satz 4.9(Galoiskorrespondenziei K c L eine endliche Galoiserweiterung.
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(1) Die Abbildung

Zwischenkorpe . Untergruppen vo
KcMclL GallL/K)

M 5 GallL/M)

ist eine Bijektion mit Inversep: H — L.

(2) Unter der Bijektion in (1) entsprechen die Zwischenkonder M c L, so
dall Kc M normal ist, den Normalteilern vo@al(L/K).

(3) Ist H c Gal(L/K) ein Normalteiler undy € Gal(L/K), so isty(L") = LH
und die RestriktioiGal(L/K) — Gal(L"/K) liefert einen Isomorphismus

Gal(L/K)/H = Gal(L"/K).

Beweis. Wir zeigen, dalB o « = id. Sei daziK ¢ M c L ein Zwischenkorper. Wir
mussen zeigen, da@ = LM Nun istM c L Galois (vgl.Ubung 3.57), also
folgt die Aussage aus der Charakterisierung (3) in Satz 4.8.

Anmerkungt.10 Es gilt sogar allgemein (Satz von Artin): listein Korper unds
eine endliche Gruppe von Automorphismen \grso istL® c L endlich Galois mit
Galoisgruppés. Das ist nicht schwer zu beweisen (vgl. Lang: Algebra).

Wir zeigen, dallx o 8 = id. Sei dazuH c Gal(L/K) eine Untergruppe. Wir
missenH = Gal(L/L") zeigen. Sicherlich isH ¢ Gal(L/L"). Nach dem Satz
vom primitiven Element 3.56 gibt e € L mit L = K(a). Wir betrachten das
PolynomQ(X) := []pena(X — b) € L[X] und zeigen wie im Beweis von Satz 4.8,
daRQ(X) € L"[X]. AuBerdem isQ(a) = 0. Das Minimalpolynom vom tiberL ist
also ein Teiler vorQ und hat deshalb hochstens den Gidid Weiter ista natirlich
auch ein primitives Element der Erweiterubd c L, alsoist L : L"] < |H|, also
|Gal(L/L")| < [L : LH] < |H|, und ausH c Gal(L/L") folgern wirH = Gal(L/L").
Damit haben wir Teil (1) des Satzes gezeigt.

Wir zeigen nun den zweiten Teil. SEi ¢ Gal(L/K) eine Untergruppen € L"
undy € Gal(L/K). Dann isty(LH) = L"™". Nach Teil (1) unserer Korrespondenz
ist alsoy(L") = LM genau dann, wenpHy! = H. Also ist LM stabil unter der
Operation von Gal(/K) genau dann, wenH c Gal(L/K) normal ist.

Wir behaupten, daR" stabil ist unter Gal(/K) genau dann, wenkK c L"
normal ist: IstK < L" normal, so istL" invariant unter Gal(/K) nach Lemma
3.40. Wir zeigen nun die Umkehrung. Sei alsd invariant unter Gal(/K). Sei
a € LM undb € L eine Nullstelle des Minimalpolynoms vamiiber K. Wir wol-
len nun zeigen, daB € L". Daraus konnen wir dann schlieBen, dafi- L ein
Zerfallungskorper, also normal ist (der Zerfallunggker des Produkts der Mini-
malpolynome von endlich vielen Erzeugern, beispielsweise

Wir wollen alsob € L" zeigen. Nun gibt es eip € Gal(L/K) mit y(a) = b,
denn wir finden, nach Lemma 3.37, eine Ausdehnging{(a) —» L mit ¢(a) = b
und kdnnen diese weiter ausdehnen zu einem Elefnelnt— L der Galoisgruppe.
Wegeny(L") = L" ist alsob € L".

Wir haben also gezeigt, d& c Gal(L/K) ein Normalteiler ist genau dann, wenn
K c LM normal ist.

Wir zeigen nun die letzte Aussage. Fir eine normale UnipioggH ¢ Gal(L/K)
undy € Gal(L/K) isty(L") = L". Also induziert das Einschranken eine Abbildung
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Gal(L/K) — Gal(L"/K). Der Kern dieser Abbildung ist (nach (1)) und wir erhal-
ten eine injektive Abbildung Gal(K)/H— Gal(L"/K). Nun istK c L" eine Ga-
loiserweiterung (normal nach Wahl véhund separabel in jedem Fall, vilbung
3.57), also hat die Gruppe rechts™[ : K] Elemente, wahrend die Gruppe links
[L : K]/|H| = [L : K]/[L : L"] = [L" : K] Elemente hat, damit ist unsere Abbil-
dung also bijektiv. |

4.4. Der Hauptsatz der Algebra.
Satz 4.11.Der KorperC ist algebraisch abgeschlossen.

Anmerkungd.12 Wir definierenC als den Zerfallungskorper Ub& des irredu-
ziblen Polynoms<? + 1:

C = R[X]/(X* + 1).
Die einzigen Eigenschaften der ErweiteruRg- C, die wir im Beweis benutzen
werden, sind, daR c C eine separable (Charakteristik Null) Korpererweiterung
vom Grad zwei ist, dafedesPolynom inC[X] vom Grad zwei UbeC vollstandig
zerfallt (Ubung!), und daf3 jedes Polynom arisX] von ungeradem Grad iR eine
Nullstelle hat.

Beweis. Wir zeigen, dal? jede endliche Erweiterung \@ririvial ist. Dann muf3
jedes irreduzible Polynom i@[ X] schon Grad 1 haben, und dies ist gleichbedeutend
damit, dal’C algebraisch abgeschlossen ist.

Erster Schritt: Es gibt keine endliche ErweiteruRg- L mit ungeradem Grad
> 1. Denn der Grad des Minimalpolynoms eirges L ist dann ungerade, also ist
das Minimalpolynom linear. Dann ist abr= L.

Zweiter Schritt: Der Grad jeder endlichen Galoiserweitgy® c L ist eine Zwei-
erpotenz. Denn isSR c L eine nicht triviale Galoiserweiterung mit Galoisgruppe
G = Gal(L/R), so wahlen wir eine 2-Sylo® c Gal(L/R). Dann ist LS : R]
ungerade, alsB = LS nach Schritt 1, und deshafh= Gal(L/R) nach der Galois-
korrespondenz.

Dritter Schritt: Es gibt keine Erweiterurig c L vom Grad 2. Denn es gibt keine
irreduziblen Polynome vom Grad 2 Ub@r

Letzter Schritt: Sei als@€ c L eine endliche Erweiterung. Aufgrund von Satz
3.44 kdnnen wir annehmen, d&3c L normal, also Galois ist. Dann ist GBJR)
eine 2-Gruppe. Dann ist au€h= Gal(L/C) eine 2-Gruppe. Wir wollen zeigen, daf}
G die triviale Gruppe ist, denn dann ist= C nach der Galoiskorrespondeiriz € L
ist ebenfalls Galois!). ISG # {e}, so gibt es nach dem Satz Giber die Struktur von
p-Gruppen 1.81 einen Normalteilek c G vom Index 2. DeH ein Normalteiler ist,
istC c LM Galois vom Gradl[" : C] = |Gal(L"/C)| = |Gal(L/C)|/|H| = 2, was der
Aussage im dritten Schritt widerspricht. Also @ttrivial und damitL = C. O

4.5. n-te Einheitswurzeln. SeiK ein Korper unch > 2.

Definition 4.13. Die Mengeu, = un(K) := {¢ € K | " = 1} heil3t dieMenge der
n-ten Einheitswurzelim K.

Die Mengeu, ist offenbar eine endliche Untergruppe der multiplikativen Geupp
K*. Nach Satz 3.31 igt, zyklisch.
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Die n-ten Einheitswurzeln sind gerade die Nullstellen des RatysX" — 1 €
K[X]. Ist charK kein Teiler vonn, so ist das PolynonX" — 1 nach Lemma 3.50
separabel (die formale AbleitumgX™! ist nicht Null, also teilerfremd zX" — 1).
In seinem Zerfallungskorper hXt' — 1 alson verschiedene Nullstellen.

Definition 4.14. Wir sagen,K enthalt alle n-ten Einheitswurzelwenn das Poly-
nom X" — 1 UberK vollstandig in Linearfaktoren zerfallt.

Ist charK kein Teiler vonn und enthaltk alle n-ten Einheitswurzeln, so ist,
also eine zyklische Gruppe der Ordnumalso isomorph z&/nZ.

4.6. Galoisgruppen der Kreisteilungskorper. In diesem Abschnitt arbeiten wir
tuber dem Grundkorpédf = Q.

Definition 4.15. Der Zerfallungskorpe@ c L des Polynom&" — 1 UiberQ heif3t
dern-te Kreisteilungskorper

Bemerkungt.16 Da X" — 1 vollstandig in Linearfaktoren tb&t zerfallt, gibt es
eine InklusionL c C UiberQ. Das Bild dieser Inklusion ist der von den komplexen
n-ten Einheitswurzel@®™/" k = 0,...,n — 1 (iberQ erzeugte Unterkorper. Daher
der Name Kreisteilungskorper.

Wir stellen uns dem-ten Kreisteilungskorper von nun an@heingebettet vor.

Definition 4.17. Einen-te Einheitswurzel € C der Ordnungn heil3tprimitive nte
Einheitswurzel.

Die primitivenn-ten Einheitswurzeln sind also genau die Erzeuger dersthdin
Gruppeun = {¢ € C| ¢" = 1}, und genau diejenigemten Einheitswurzeln, die den
n-ten Kreisteilungskorpe® c L erzeugen.

Wir definieren
Ends (un) = {¢: un — un | ¢ ist ein Homomorphismus von Gruppen
die Menge deEndomorphismen vam,, und

Auter(un) = {¢ € Encer(un) | ¢ ist bijektiv},

die Menge deAutomorphismen vom,. Nach Wahl einer primitiven-ten Einheits-
wurzel ist die Abbildung Aug,(un) — un, ¢ = ¢(0), eine Bijektion zwischen der
Menge Aug,(un) und der Menge der primitivemten Einheitswurzeln.

Jedek € Z induziert einen Gruppenhomomorphisnays un — pn, & — K. Wir
erhalten einen Homomorphismus Z — Ends (un), K — ¢ mit Kern nZ. Da u,
zyklisch ist, ist dieser Homomorphismus auch surjektispast

Z/NZ — Ends(un).

Dabei entsprechen die multiplikativ invertierbaren Eleteen?Z/nZ den Automor-
phismen, also

(Z/NZ)“ — Aute(un)-
SeiQ c L dern-te Kreisteilungskorper. Ein € Gal(L/Q) bildet die Mengeu,
bijektiv auf sich ab und ist sogar ein Automorphismus dergpry,. Wir erhalten
also eine Abbildung

¢: GallL/Q) — Autg(un).
¢ ist injektiv, daL UberQ vonu, erzeugt wird.



ALGEBRA 55

Wir erinnern noch einmal an daste Kreisteilungspolynom
o,(X) = [ [ (X-2)
ord{=n

@, ist ein Teiler vonX" — 1 und wir haben in Abschnitt 2.14 schon gezeigt, dgl3
ganzzahlige Koizienten hat.

Satz 4.18. (1) Das n-te Kreisteilungspolynom,(X) € Q[X] ist irreduzibel fur
allen> 1.
(2) Die oben definierte Abbildun@al(L/Q) — Autg,(u,) ist bijektiv.
(3) Sind¢Z, & € C zwei primitive n-te Einheitswurzeln, so gibt es genaugein

GallL/Q) mit¢(Z) = ¢.

Beweis. Wir zeigen (1).®, ist sogar ein primitives Polynom i#[X] und nach
2.50 reicht es zu zeigen, dd#, in Z[X] irreduzibel ist. Sei dazd, = F - G eine
Zerlegung inZ[X] und F keine Einheit. Set’ € C eine Nullstelle vonF und p
eine Primzahl, die nicht teilt. Wir behaupten, daRB(/P) = 0. Ansonsten muf3te
G(ZP) = 0 sein. Im RingF,[X] ist dannG(¢?) = G(Z)° = 0. Also haberF(X) und
G(X) die gemeinsame Nullstelle DaX" - 1 iiberF, separabel ist(ist kein Teiler
vonn), erhalten wir einen Widerspruch.

Wir haben also gezeigt, daf3 mit jeder Nullstéllon F auchZP Nullstelle ist von
F far alle zun teilerfremden primerm. Dann ist abejedeprimitive Einheitswurzel
Nullstelle vonF, alsoF ein Vielfaches vor®d, und damitG eine Einheit. Wir haben
also (1) gezeigt.

Unsere Abbildung Gal(/Q) — Aut(u,) ist injektiv. Seil eine primitiven-te
Einheitswurzel. Dann idt = Q(¢). Nach (1) istd,(X) das Minimalpolynom vor
uberQ, also gilt

[L: Q] = deg®,.
Somit ist|Gal(L/Q)] = deg®, = Anzahl der primitivem-ten Einheitwurzeln=
|Aut(un)|, also ist unsere Abbildung bijektiv.

Teil (3) folgt sofort daraus, dafé, eine zyklische Gruppe ist. O

Definition 4.19. Die Abbildung¢: N — N, ¢(n) = |(Z/nZ)*| heiRtEulerscheg-
Funktion

Es ist
#(n) = Anzahl der zinteilerfremderd e Zmit1l<d<n
= Anzahl der primitivem-ten Einheitswurzeln
= Anzahl derZ € C* der Ordnungn
= Grad des-ten Kreisteilungspolynom®,, € Q[ X]
= Grad des-ten Kreisteilungskorper® c L

Satz 4.20.Das regelmaldige n-Eck ist konstruierbar genau dann, wgmh eine
Zweierpotenz ist.

Beweis. Sei¢ € C eine primitiven-te Einheitswurzel. Das regelmaliigeeck ist
konstruierbar genau dann, wedrkonstruierbar ist. Ist konstruierbar, dann ist,
nach Korollar 3.22,Q(¢) : Q] = ¢(n) eine Zweierpotenz.
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Ist #(N) umgekehrt eine Zweierpotenz, so ist @HK)/Q) eine 2-Gruppe. Nach
der Galoiskorrespondenz und dem Satz Uiber die Struktupv@ruppen 1.81 gibt
es eine Korperkette

Q=KocKiC- - CcKn=Q(©)

mit [K; : Ki_1] = 2fari =1,...,m. Also ist/ konstruierbar, denti entsteht durch
sukzessives Wurzelziehen. |

Wir wollen die n mit der Eigenschatft, daf(n) eine Zweierpotenz ist, noch ge-
nauer beschreiben.

Lemma4.21. (1) Esist¢(mn) = ¢(m)¢(n), wenn m und n teilerfremd sind.
(2) Ist p primund r> 1, soist¢(p") = p~(p - 1).
Ist also n= p - - - p und die p paarweise verschieden, so ist

B(n) = (pr— 1)+ (P — Dpy -+ P
Insbesondere isp(n) also eine Zweierpotenz genau dann, wenn n von der Form

2Mp; - - - px Mit paarweise verschiedenen Primzahlgagr Form2' +1 (Fermatsche
Primzahlen) ist.

Beweis. Nach dem Chinesischen RestsatzZAsirZ = Z/mZ x Z/nZ fur teiler-
fremdem, n € Z (sogar als Ringe!). Insbhesondere ist

(Z/mriz)* = (Z/mZ)* x (Z/nZ)*.

Also istg(mn) = ¢(m) - ¢(n).
Ist p eine Primzahly > 1 und 1< n < p', so sindp” undn genau dann teiler-

fremd, wenm kein Vielfaches vorp ist. Es gibt abep™! Vielfache vonp zwischen
1 undp’, damitistg(p’) = p — p2. i

4.7. Adjunktion n-ter Wurzeln. SeiK ein Korper. Ist die Charakteristik voi
kein Teiler vonn, so ist das PolynornX" — 1 € K[X] separabel nach Lemma 3.50.
Dies setzen wir von nun an voraus.

Definition 4.22. Eine zyklischebzw. abelscheErweiterung ist eine Galoiserweite-
rungK c L mit zyklischer bzw. abelscher Galoisgruppe.

Definition 4.23. Wir sagen, eine Korpererweiterukgc L entsteht durch Adjunk-
tion einer n-ten Wurzefalls es eim € L gibt mit L = K(a) unda” € K.

Satz 4.24.Sei K ein Korper und re N, n > 2 kein Vielfaches vorharK. Der
Korper K enthalte alle n-ten Einheitswurzeln (siehe Défni4.14).

(1) Eine zyklische Erweiterung von K vom Grad n entsteht durgiurion
einer n-ten Wurzel.

(2) Entsteht Kc L durch Adjunktion einer n-ten Wurzel, so ist&KL zyklisch
und der GradL : K] ist ein Teiler von n.

Beweis.Wir zeigen Teil (1). SeK c L eine zyklische Erweiterung vom Gradind
v € Gal(L/K) ein Erzeuger.

BehauptungDie Abbildungen id= % y,...,9"1: L — L sind L-linear un-
abhangig (imL-Vektorraum aller Abbildungen der Mendgein den KorperL).
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BegriindungSeiap-y°+a;-y+---+a,1-y"* = 0 eine nicht triviale Linearkom-
bination mit|{i | & # 0} minimal. Wir wahlen einl € L und definierer; = v'(l).
Es ergibt sich fur allex € L die Gleichung

a0y°(IX) + - - - + @1y H(1X) = agbgy°(X) + - - - + @r_1bn_ 1Y (X) = 0,
also
aoboy® + -+ + an-1bn_1y" = 0.

Ist nung; # 0, so ziehen wir dab;-fache der urspriinglichen Gleichung ab und
erhalten

80(Bo — )Y+ -+ 0y 4+ g sy 1 — )Y =0

War nun auchg; # O fir einj # i, so wahlen wil mit /(1) # y'(l) und erhal-
ten also eine nicht triviale Darstellung der Null mit kleieeLange, was unseren
Voraussetzungen widerspricht. Damit ist die Behauptungdsen.

Wir wahlen nun eine primitive-te Einheitswurzel € K. Dann gilt
id+ 2y +---+ MYt 20,

es gibtalsoei e L mita:=b+ Zy(b) +--- + " 1y"(b) # 0. Esisty(a) = ,'a
undy'(a) = ¢'a. Alsoista # y'(a) fur allei = 1,...,n—1, somitist Gall./K(a)) c
Gal(L/K) die triviale Untergruppe, alské(a) = L. Es gilt aber auck(a") = (fa)" =
a", alsoa" € K. Damit haben wir (1) gezeigt.

Nun zeigen wir Teil (2). Sdl = K(a) mita" € K. Die Nullstellen vonX"-a" sind
die Elemente’a, wobei/ die n-ten Einheitswurzeln durchlauft. Also ikt c K(a)
der Zerfallungskorper voK" — a". Das PolynonX" — a" ist separabel nach unserer
\Voraussetzung an, also istK c L Galois.

Der Grad vorK c L ist die Ordnung der Galoisgruppe AGalK). Jedes Element
der Galoisgruppe bildet ab auféa fur ein eindeutig bestimmte$ € u,. Dies
liefert einen injektiven Homomorphismus: Gal(L/K)—wu, von Gruppen Also
ist |Gal(L/K)| ein Teiler vonn, und Gal(/K) ist zyklisch als Untergruppe einer
zyklischen Gruppe. |

Satz 4.25(Translationssatz)Seien Kc M und L ¢ M Korpererweiterungen mit
der Eigenschatft, daR K L c K endlich und Galois ist. Sei Kic M der von K
und L in M erzeugte Unterkorper. Dann ist& KL endlich und Galois und die
Restriktion liefert einen Isomorphismus

Gal(KL/L) - Gal(K/K N L).

Wir veranschaulichen die Relationen zwischen den Korpeifolgendem Dia-

K/KL‘\\L
N,

KnL

Beweis.IstKNL c K separabel, so wird c KL erzeugt von separablen Elementen,
ist also separabel. 13¢ N L c K Zerfallungskorper vorP € (K n L)[X], so ist



58 ALGEBRA

L c KL Zerfallungskorper vorP € L[X]. Also istL ¢ KL Galois und endlich.
Jedesy € Gal(KL/L) fixiert den UnterkodrpeK n L. DaK normal ist ibeK N L,
induzierty also eine Abbildung’: K — K, also ein Element in Ga{/K N L). Ist
v die Identitat, so way schon die Identitat, da auchL fixiert. Wir erhalten eine
injektive Abbildung
GalKL/L)—Gal(K/K N L).

Das Bild dieser Abbildung hat aber den Fixkorgen L. Nach der Galoiskorre-
spondenz ist unsere Abbildung also eine Bijektion. |

4.8. Auflosbarkeit polynomialer Gleichungen in Charakteristik Null.

Definition 4.26. Eine Korpererweiterungl ¢ M heif3tRadikalerweiterungwenn
es eine Kette von Korpererweiterungen

K=KjcKic---cK =M

gibt, so dalX; ausK;_; durch Adjunktion einen;-ten Wurzel entsteht (fur ein €
N).

Definition 4.27. SeiK ein Korper,P € K[X] undK c L der Zerfallungskorper von
P. Wir sagen, die GleichunB(X) = 0 laRt sich aufldsen durch Radikale Uber K
falls es eine Erweiterunly c M gibt, so dafX c M eine Radikalerweiterung ist.

Bemerkungt.28 Die Definition wird verstandlich, wenn wir uns klarmacheiaf3
jedes Elementn € M aus einer Radikalerweiterung c M sich durch sukzessives
Wurzelziehen aus Elementenknerhalten lafit. Beispielsweise liegt das Element

3+ \/4+ 3,27+ V=7

in einer Radikalerweiterung va@. Hier miissen wir jedoch beachten, daR Wurzel-
ausdriicke wieV/27 einerWahleiner 17-ten Wurzel von 27 entsprechen, also kei-
neswegs wohlbestimmt sind. Unser Ausdruck oben stehhfiygasamt 127-517 =
209385 verschiedene komplexe Zahlen.

Der Satz 4.31 wird besagen, dal3 sich die Nullstellen eilhlgemeinerPolynoms
n-ten Grades fuin > 5 nichtdurch Wurzelausdriicke in den Kigienten angeben
lassen.

Satz 4.29.Sei K ein Korper der CharakteristigharK = 0 und P K[X]. So sind
aquivalent:

(1) Die Gleichung BX) = 0 laRt sich auflosen durch Radikale Uiber K.
(2) Die Galoisgruppe des Zerfallungskorpers von P Uber Kaigtosbar.

Beweis. Wir zeigen, dal3 (1) aus (2) folgt. Seider Zerfallungskorper voR tiber
K. Wir missen zeigen, dal sithin eine Radikalerweiterung vag einbetten lafit.
Nach Voraussetzung ist Ga|(K) auflosbar. Es gibt also eine Reihe von Untergrup-
pen

G=Gy oG D---D2G, ={e},
so dali5; Normalteiler inG;_; istundG;_,/G; abelsch. Wir kbnnen sogar annehmen,
daRG;i_,1/G; zyklisch ist. Die zugehorige Reihe von Fixkorpern

K=KsgcK;c:---cKy=L
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ist, nach der Galoiskorrespondenz, eine Reihe zyklischeeiterungen (insbe-
sondere Galois). Sei der Grad vonK c L. EnthaltK nun allen-ten Einheits-
wurzeln, so folgern wir aus Satz 4.24, dE3c L eine Radikalerweiterung ist.
Sei ansonsteti eine primitiven-te Einheitswurzel voiK (beispielsweise in einem
Zerfallungskorper vorK" — 1 lberK). Nach Adjunktion vory erhalten wir eine
Korperkette

K =Ko € Ko({) € Ki(¢) € -+ € Kn(4) = L(2).

Furi > 1istKi_1(¢) c Kj(¢) Galois mit GalK;(¢)/Ki_1(¢)) = Gal(Ki/Ki_1) nach
dem Translationssatz, also kst 1(¢) c K;(¢) zyklisch und entsteht nach Satz 4.24
durch Adjunktion einen;-ten Wurzel (fur geeignetes). Da auchKy c Kq(¢) durch
Adjunktion einerm = ny-ten Wurzel entsteht, i3€ c L(¢) also eine Radikalerwei-
terung. Also lal3t siclK c L in eine Radikalerweiterung einbetten.

Wir zeigen nun, daf3 (2) aus (1) folgt. Sei wiededer Zerfallungskorper voR
uberK. Dann laf3t sich alst einbetten in eine RadikalerweiteruKgc M. Es gibt
also eine Reihe

K=KjcKic---cKn=M

mit Ki = Ki_1(@) unda™ € Ki_;. Sein = n;---ny,. Adjungieren wir zuL eine
primitive n-te Einheitswurzel, so ist auch

K =Ko € Ko(§) c Kyi(g) € -+ € Kin(Q) = M(0)

eine Radikalerweiterung. Abé&¢ c M(¢) mul3 nicht Galois sein, wir konnen also
noch nichts Uiber die Galoisgruppe Qdl¢)/K) aussagen.

Sei nunM(¢) c N so, daBK c N normal ist, undM c N der von den Bil-
derng(M(Z)) c N unter allen Ausdehnungest M(¢) — N uUberK erzeugte Un-
terkorper. Dann isK ¢ M normal, also Galois und wird erzeugt vgrund den
¢(a) fur allei = 1,..., mund alle Ausdehnungem

Sein = p;--- px hun eine Zerlegung in Primfaktoren, uticeine primitivep;-te
Einheitswurzel tbeK. Wir verfeinernK c K(¢) nun zuK c K(¢1) € K({1,4) C

-+ C K(1, - ..,4) = K(0). Nun ist jeder Schritt entweder eine triviale Erweiterung
oder eine Galoiserweiterung von primem Grad, also zyk|isdibesondere abelsch.
ZuK(¢) adjungieren wir nun sukzessive erst al(e,) (fur alle¢: M(l) — N), dann
alle ¢(ay), . ... Jeder Erweiterungsschritt ist dann zyklisch nadiz 824.

Wir erreichen also eine Korperkette
K=MycM;C---C M =M,
so dafM; c M., zyklisch, insbesondere Galois ist. Die Kette von Untergaip
G = Gal(M/K) > Gal(M/M;) > --- > Gal(M/M) = {e}

hat nun die Eigenschaft, dal3 GMI(M.H) C GaI(M/M) ein Normalteiler ist (da
M; ¢ Mi,; normal ist), und Gah(/l/M )/GaI(M/M,+1) = GaI(M,+1/M ) ist zyklisch,
insbesondere abelsch.

Also ist Gal(M/K) auflosbar. Wir kdnnen Gdl{K) als Untergruppe in Galif/K)
aufassen. Also ist auch Gal(K) auflosbar. O
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4.9. Die allgemeine polynomiale Gleichung vom Grad- 5 ist nicht auflosbar.
Sei F ein Korper undF[Xg, ..., X,] der Polynomring GibeF in n Variablen,L =
F(Xy, ..., Xn) sein Quotientenkorper. Die symmetrische Grufpeperiert aufL
(durch Ringhomomorphismen) mittels Vertauschens der¥en: Einenu € S,
ordnen wir den Ringhomomorphismus zu, de¢ F auf sich abbildet unc; auf
Xo)- SeiK = LS der Fixkorper.

Ubung4.3Q Das PolynomP(T) = []",(T — X) ist in K[T], undK c L ist sein
Zerfallungskorper. Insbesondere itc L normal. Die dfensichtliche Abbildung
Sn — Gal(L/K) ist ein Isomorphismus.

Die Koeffizienten vonP(T) heil3en dieelementarsymmetrischen Polynorée
sind algebraisch unabhangig tbér Deshalb nennt man die GleichuRg§T) = 0
auch dieallgemeine Gleichung n-ten Gradesyl. Kapitel 5.1).

Satz 4.31.SeicharK = 0. Dann ist die allgemeine Gleichung n-ten Grades nicht
auflosbar fur n> 5.

Beweis.Das folgt sofort aus Satz 4.29, der obidéioung und der Tatsache, daR die
GruppeS,, fur n > 5 nicht auflosbar ist (Satz 1.85). |

Es kann also keine Formel fur die Nullstellen eines Polysoiten Grades geben
furn > 5. Istn = 2, 3,4, so istS, auflosbar und es gibt tatsachlich Formeln fur die
Nullstellen (Mitternachtsformel, Cardanosche Formel, Bgsch: Algebra, Kapitel
6).

4.10. Der algebraische Abschlufl3.Wir wollen zeigen, dal3 jeder Korper sich in
einen algebraisch abgeschlossenen Korper einbetten lal

Erinnerung: Ein KorpeK heil3talgebraisch abgeschlossdalls jedes nicht kon-
stante Polynoni € K[X] eine Nullstelle inK hat. Wir haben gezeigt in Satz 2.19,
dal dies aquivalent dazu ist, daf3 jedes Polynoi[iX] UberK in Linearfaktoren
zerfallt.

SeiK ein Korper.

Definition 4.32. Eine algebraische Erweiterukgc K mit algebraisch abgeschlos-
senenkK heil3talgebraischer Abschlufon K.

Satz 4.33.Zu jedem Korper K gibt es einen algebraischen AbschluR K. Je
zwei algebraische Abschluisse sind isomorph: Ist K* ein weiterer algebraischer
AbschluR, so gibt es einen Isomorphismu¥ — K mit ¢l = idx.

Der Beweis der Existenz und Eindeutigkeit eines algebina@is@bschlusses be-
nutzt transzendente Methoden der Mengenlehre, namlgheama von Zorn. Fur
dessen Formulierung brauchen wir den Bfgginer partiellen Ordnung auf einer
MengeX. Ist alsoX eine Menge, so ist eine partielle Ordnung Xuéine Relation
<c X x X mit den Eigenschaften

(1) x< xfurallex € X,
(2) ausx < yundy < xfolgt x = y fur alle x,y € X und
(3) ausx <yundy < zfolgt x < zfur allex,y,ze X.

Gilt zusatzlich fur allex,y € X entwederx < y odery < x, SO hennt mars eine
totale Ordnung
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Beispiele4.34 Die naturlichen Zahlerr 1 sind partiell, aber nicht total geordnet
bzgl. der Teilbarkeitsrelatiom < m genau dann, wenn | m. Die Menge aller
Teilmengen einer Menge ist partiell geordnet bzgl. InldusiLetzteres ist eine To-
talordnung genau dann, weXrhochstens ein Element enthalt.

Ist (X, <) eine partiell geordnete Menge uid c X eine Teilmenge, so heif3t
X € X eineobere Schrankéir Y, fallsy < x fur alley € Y gilt. Ein Elementx € X
mit der Eigenschaft, dal3 ays< x fur y € X folgt, dal3x =y, heiitmaximales
Elementn X.

Lemma 4.35(Lemma von Zorn) Ist (X, <) eine partiell geordnete Menge, so dal3
jede total geordnete TeilmengecY X eine obere Schranke besitzt, so gibt es in X
mindestens ein maximales Element.

Man kann das Lemma von Zorn aus dem Auswahlaxiom herleitefalEet:

Jede surjektive Abbildung zwischen zwischen zwei Menggtztein
Rechtsinverses.

Das Lemma von Zorn und das Auswahlaxiom sind sogar aquitzaBeide Aus-
sagen konnen weder bewiesen noch widerlegt werden inbedes klassischen
Mengenlehre und werden deshalb als Axiom hinzugefugt.

Beweis des SatzeSeiF = K[X] \ K die Menge aller nicht konstanten Polynome.
Wir betrachten den Polynomring = K[X¢]:cr in unendlich vielen VariableX¢
und darin das von den Polynomé&(Xs) erzeugte ldedF. Dies ist ein echtes Ideal,
denn sonst gibtegy,...,g, € Rund fy,..., f, € F mit

1=01f(Xs) + -+ gn fa(Xs,).

Ist nunK c L ein Erweiterungskorper vol, indem allef; Nullstellen haben (die-
sen gibt es nach Satz 3.29), so konnten wir diese Nullstellesetzen und erhielten
1=0.

Die Menge aller echten Ideale Rist bzgl. Inklusion partiell geordnet, und die
Vereinigung einer total geordneten Menge von echten ldealeein echtes Ideal
(denn die 1 ist in keinem Ideal enthalten, also auch nichem\@reinigung). Nach
dem Lemma von Zorn gibt es also ein maximales echtes [HeaR mit | c J.

Wir definieren danrK; := R/J. K ist ein Korper und wird GibeK erzeugt von
den Nebenklassen dif, undX; ist eine Nullstelle vorf. K c K ist also erzeugt
von algebraischen Elementen und deshalb eine algebraiGatpererweiterung.
Nun hat jedes Polynom a#q X] in K; eine Nullstelle. Wir wiederholen obige Kon-
struktion und finden eine Korpererweiterukg c K, so dal? jedes nicht-konstante
Polynom au${,[X] in K, eine Nullstelle hat. Wir erhalten eine Korperkette

KcKicKyc...

und definiererK als die Vereinigung alleK;. Die Erweiterungk c K ist algebra-
isch, da jedes Element a#lsschon in einenK; liegt undK c K; algebraisch ist.
AuRerdem isK algebraisch abgeschlossen, derPist K[X], so liegen die Ko#i-

zienten vorP schon in einenk;, also hatP in K, 1, also auch irK, eine Nullstelle.
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Zur Eindeutigkeit: Seiefk ¢ K undK c K’ algebraische Abschliisse. Wir be-
trachten die Menge

X = {(L, L. 8) ‘ KcLcK,KcLl' cK sind Zwschenkorpe},.

¢: L - L’ ist Isomorphismus Uibég

Diese Menge tragt eine partielle Ordnung: wir definierenL(,¢) < (M, M’, ¢)
falsL c M, L" ¢ M’ undy|_ = ¢. IstY c X eine total geordnete Teilmenge, so
ist(UL,UL’,U¢) € X (die Vereinigung sollen Giber all&(L’, ¢) € Y genommen
werden) eine obere Schranke fur

Wir finden nach dem Lemma von Zorn also ein maximales Elenent (¢)
X. Wir wollen zeigen, daf. = K undL’ = K ist, alsog: K —» K  uns den
gewiinschten Isomorphismus liefert. Ist: K, so gibt es eira € K \ L. SeiP das
Minimalpolynom vona uiberL (aist algebraisch Gibe, also auch tibek). Dann
hat¢(P) eine Nullstelleb in K'. Nach Satz 3.39 1aRt sighalso fortsetzen zu einem
Isomorphismus: L(a) — L’(b), was unserer Maximalitat widerspricht. Also ist
L = K. DannistL’ = ¢(L) c K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Jedes
beK istaber algebraisch Uibef, istin L’ also schon enthalten. Damit ist = K,
was zu zeigen war. i

Die folgenden beiden Satze wurden in der Vorlesung im Wset@ester 20067
nicht behandelt.

Satz 4.36.Sei K ein Korper und Kc K sein algebraischer Abschlu3. Dann laf3t
sich jede algebraische Erweiterung K L in K c K einbetten, d.h. es gibt eine
Ausdehnung: L — K von Kc K.

Beweis.Ist L c L ein algebraischer AbschluR van Dann is;tK C_E ebenfalls ein
algebraischer Abschluf3, es gibt also einen Isomorphigimiis— K, insbesondere
also eine Einbettun — K tiberK. O

Satz 4.37.Sei K ein Korper und K= K sein algebraischer AbschluR. Eine endliche
algebraische Korpererweiterung K L ist

(1) normalgenau dann, wenn je zwei Einbettungen K tiber K dasselbe
Bild haben, und

(2) separabegjenau dann, wenn es genflu : K] verschiedene Einbettungen
¢: L — K gibt.

Anmerkungt.38 Die Charakterisierungen im Satz werden in der Literatunafs
auch als Definitionen benutzt. Die Anzahl der Einbettungeh — K wird auch
derSeparabilitatsgraddon K c L genannt.

Beweis. Ist K ¢ L normal, so wird das Bild jeder Einbettung — K von den
Nullstellen der Minimalpolynome aller Elemente duerzeugt, ist also unabhangig.
Sei andererseits das Bild jeder Einbettung- K unabhangig von der Wahl.
Wir wahlen eine feste Einbetturigc K. SeiP e K[X] ein irreduzibles Polynom,
das eine Nullstell@ € L hat. Seib € K eine weitere Nullstelle. Dann gibt es
eine Ausdehnung: K(a) — K mit a — b, und eine weitere Ausdehnung dieser
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Abbildung zu¢: L — K. Nach Voraussetzung ig{L) = L, insbesondere liedt
schon inL und damit zerfall GiberL schon vollstandig. Also ig c L normal.

Im Fall separabler Erweiterungen haben wir die Aussagersch8atz 3.54 ge-
zeigt. O

5. Die TRANSZENDENZ VON 7T

Die Zahlx ist fur uns die kleinste positive reelle Zahl reft = —1.

Satz 5.1(Ferdinand von Lindemann, auf dem Freiburger Schlo3b&38§2)L Die
Zahlr ist transzendent Ubép.

Zum Beweis des Satzes brauchen wir Resultate $§ypametrische Polynome

5.1. Symmetrische Polynome.Sei R ein beliebiger Ring undR[Xy, ..., X,] der

Polynomring UbeR in n Variablen. Sei- € S,,. So definierio- einen Ringhomo-
morphismusr: R[Xy,...,X;] = R[Xy,...,Xy], den wir ebenfalls mit- bezeich-
nen, durchr — r fur aller e RundX; = X,.

Definition 5.2. Ein PolynomP € R[ Xy, ..., X;] heiRtsymmetrischfalls o-(P) = P
gilt fur alle o € S,..

Beispiel5.3. 1, X; + X5, X1 X; — 1 € R[Xy, X;] sind symmetrischX; — X,, X; €
R[Xl, XZ] nicht.

Summen und Produkte symmetrischer Polynome sind symcietiér bezeich-
nen mitR[Xy, ..., Xp]>" € R[X4, ..., X;] den Unterring der symmetrischen Polyno-
me. Seien die Polynoms, ..., s, € R[Xy,..., X;] definiert durch folgende Glei-
chung im RingR[ Xy, ..., Xp][T]:

(T=Xg)----- (T-X)=T"—sT" 4+ 5T %+ ... &5,
Das Polynom links bleibt invariant unter Permutationen Xgrfolglich sind die

Koeffizientens,, .. ., s, rechts symmetrische Polynome. Man nennt siestienen-
tarsymmetrischen Polynomigeispielsweise ist; = X;+- - -+ X, unds, = Xy« - - X,.

Satz 5.4.Jedes symmetrische Polynom laf3t sich schreiben als Rolymalen ele-
mentarsymmetrischen Polynomen. Die elementarsymntetridéolynome sind al-
gebraisch unabhangig tiber R. Es ist also

R[X1,..., %> =R[s.,...,s).

(Rechts ist der Polynomring in den “Variablen’y,s. ., s, gemeint, nicht nur der
von den serzeugte Unterring.)

Beweis. Natirlich ist der vons,, ..., s, UberR erzeugte Ring in der linken Seite
enthalten. Wir miissen also die Umkehrung zeigen. Fumdinpele = (i, .. . ,i,) €
N" naturlicher Zahlen sex® = X} --- Xi. Jedes Polynor® € R[X;, ..., X;] lait
sich dann schreiben als Summe= } . C, X fur eindeutig bestimmte, € R,
und fast allec, verschwinden.

Wir betrachten nun auf" die lexikografische Anordnung, definiert durch
(i1,..-»in) > (j1,.--,jn) fallsiy > j; oderiy = j;
und (2, ...,1n) = (j2,---» n)-
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SeiP e R[Xy,..., X5, P =3 ,an CX® # 0 und seix = (iy, ..., i,) der bzgl. unse-
rer Anordnung maximale Index mit, # O (diesen nennen wir im folgenden Leit-
index). DaP symmetrisch ist, gilt; > i, > --- > i,. Das Polynons ™2 - - s™17"gp
hat ebenfalls den Leitindexund ist symmetrisch. Dann hBt-c, s - - gt -ngr
kleineren Leitindex und ist ebenfalls symmetrisch. Da es&e&nendlichen mo-
noton abfallenden Folgen in der lexikographischen Anogdgibt, konnen wir per
Induktion annehmen, daB — c,s!™?--- ™! € R[s;,...,s)]. Dann ist auch
PeR[s,...,S)

Wir missen noch zeigen, dag . . ., s, algebraisch unabhangig sind Uberist
nun eine Linearkombination von Monomdfi """ s gleich Null, so miissen alle
Koeffizienten verschwinden, da diese Monome paarweise versstadceitindizes
haben. " - ---- s hat Leitindex ( + -« + My, My + -+« + My, ..., My).) m|

5.2. Der Beweis des Satzes von Lindemannwir nehmen ang sei nicht transzen-
dent, also algebraisch ub@&r Dann ist auchs algebraisch und erfullt damit eine
polynomiale Gleichun@(iz) = 0 mit Koeffizienten inQ. Die komplexen Nullstel-

len dieser Gleichung seien = in, ay, ..., am. Alsoist[TL;(X — @) € Q[X].

Lemma5.5.1stP e Q[Ty,..., T,]5 ein symmetrisches Polynom, so i¢¢P. . ., an) €

Q.

Beweis des Lemmas. iBt ein Polynom in den elementarsymmetrischen Polyno-
men, mit Kodfizienten inQ. Setzen wir diey; aber in ein elementarsymmetrisches
Polynom ein, erhalten wir eine rationale Zahl,[dd ,(X — &) € Q[X]. O
Wegene™ = -1 ist
0 = (1+e7)---(1+€™)
= 1+et+. 4@+ 1724 4 gt
= 1l+e*+...+€".

Wir haben hier diey; durch Ausmultiplizieren erhalten, die sollen also alle Aus-
druckeay,...,an a1+ ao, ..., a1 + - - - + @y durchlaufen.

Nun ist r
[ [x-») ealx,
i=1

denn die Koéizienten dieses Polynoms sind symmetrisch ingealso auch sym-
metrisch in demyy, ..., a,. Diese Aussagen fuhren wir nun zum Widerspruch.

Satz 5.6.Es kann keine Zahlep,, ..., y, € C geben, so daf?
r
[ Jx=v)ealx
i=1

und
€+ +e" eZy.

Beweis. Wir konnen alley;, die = 0 sind, ignorieren und nehmen deshalb an, alle
i seien nicht Null. Set € Z so, da(X) := c[]i.;(X — yi) € Z[X]. Die Zahlen
d=cy;...yy € Z(distnicht Null) undf = e*+---+e" € Z_o brauchen wir spater.
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Fur beliebiges € N setzen wirs = rn — 1 und definieren
o(X)"
(n-1)"
ein Polynom inQ[X] vom Gradrn + n— 1 = s+ n. Sei
F(X)=P(X) + P(X) + P"(X) +....

P(X) = Py(X) = X

Wir betrachten unsere Polynome nun alfatenzierbare Abbildungen varR
nachR. Um das zu kennzeichnen, schreiben wir von nurP@l statt P(X). Wir
berechnen

d —X
- (@F()

—e*F(X) + e‘xdixF(x)

—-e*(P)+P () +...)+e*X(P(X)+P"(X)+...)
= —e P(x).

Also ist, fur allex € R,

- fx e YP(y)dy = e *F(X) — F(0).
0

Setzen wity = Ax und multiplizieren mite*, so erhalten wir
1
F(X) — €'F(0) = —xe?‘f e *P(Ax)dA.
0

Wir schliel3en, dal’ diese ldentitat auch kbmplexe » C giltig ist, da wir sie
als ldentitat im Ring der PotenzreihBfi X]] lesen konnen. Nun setzen wir fidie
Zahleny, ...,y ein und summieren. Es ergibt sich

Z F(y)) - f-F(0) = —Z)’ie” fl e "P(y)dA.
i=1 i=1 0

Strebt num gegen unendlich, so konvergiert der Ausdruck rechts gegginds

const 300
sup [P(1y)l < ———= - sup{(ldyil + 1)6(Ay)l + 1" = 0.
0<1<1 (n - 1)- 0<a<1
Wir erhalten den gewiinschten Widerspruch, wenn wir fatigeBehauptung bewei-
sen:
Behauptungistn = p prim und geniigend groR3, so i5f_; F(y;) + f - F(0) eine
ganze Zahl ungleich Null.
BegrindungWir zeigen zunachst, daf3
r
D POk) enz
i=1
fur allet € N. Wenn wir P(X) t-mal ableiten, erhalten wir ein Polynom ¥j 6(X)
und den Ableitungen voé nach der Produktregel. Wir kbnnen nach Potenzen von
6(X) ordnen und erhalten

POX) = Qn-0(X)" + - + Q1 - 6(X) + Qo,

wobei dieQ; Polynome inX und den Ableitungen voa(X) sind. Ein Beitrag zu
Qo entsteht durch mindestendaches Ableiten vol(X)". Wir erkennen, daRo =
n- c*Qg, wobeiQy ein Polynom inX mit ganzzahligerKoeffizienten ist.
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Wegend(y;) = 0 ist
r r r
D PO = > Qoly) =nc D Qoln)-
i=1 i=1 i=1
Nun istY}_, Qo(yi) ein symmetrisches Polynom in denmit ganzzahligen Koef-
fizienten. Der Grad vorQ, ist jedochhochstens ra- n — 1 — n = s. Damit laf3t
sichY}/_; Qo(y:) als Polynom miZ-Koeffizienten vom Grad hochstessn den ele-
mentarsymmetrischen Polynomen gler. . ., ¥, schreiben. Setzen wir die, ..., v,
aber in ein elementarsymmetrisches Polynom ein, erhalirezine Zahl au%. Also
istc® Y1_; Qo(yi) eine ganze Zahl und daniitl_; P9 (y;) € nZ.
Nun betrachten wiF (0). Es ist®(0) = 0 fiur 0 < t < n—1, P™1(0) = c%9(0)" =
d", undP®(0) € nZ, fallsn < t.
Insgesamt ist also

r
D F)+ f-F(0)e fcid"+ nz.

i=1
Wahlen wir nunn = p prim und so grol3, da wederc, d noch f teilt, so steht
links eine nicht verschwindende, ganze Zahl. Das war urehnauptung. O

Danksagungich danke allen Studenten, die mich auf Fehler jeglicheuNiat
Skript aufmerksam gemacht haben. Fassung vom 15. Marz 2007



