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1. Zur MortrvarioN: DARSTELLUNGSTHEORIE VON GRUPPEN
Wir beginnen sehr elementar.

Definition 1.1. Eine Gruppeist eine MengeG zusammen mit einer Verkipfung
GxG — G, (x,y) — x-y, derMultiplikation, und einer Abbildung — G, x — x1,
derlnversion so daf? folgende Axiome gelten:

(1) Es existiert ein Elemerd € G, dasneutraleElement, mit der Eigenschaft
e-x=Xx-e=xfurallexeG.

(2) Esgiltx- (x1) = (x1)-x=efurallexeG.

(3) Esqiltx-y)-z=x-(y-2 furallex,y,ze G.

Das neutrale Elemerd ist durch seine definierende Eigenschaft (1) eindeutig
bestimmt. Denn is& € G ein weiteres Element mit der Eigenschaft (1), so gilt
e=e-€ = €. Deshalb ist auch Axiom (2) nicht in sich wider&phlich.

Beispielel.2 (1) Die ganzen Zahle mit der Addition &,y) — x+y und

Inversionx — —X.

(2) Die rationalen Zahle® mit der Addition §,y) — x + y und Inversion
X =X

(3) Die nicht verschwindenden rationalen Zah{gh = Q \ {0} mit der Multi-
plikation (x,y) — xyund Inversiorx — x1.

(4) Die positiven rationalen Zahle@., mit der Multiplikation(x, y) — xy und
Inversionx — x1.



(5) Ist X eine Menge, so ist die Mend® = {f: X — X | fist bijektiv} eine
Gruppe mit der Verkettung als Multiplikationf,(@) — f og, und der Inver-
n Elementen

(6) Seik ein Korper,V ein k-Vektorraum. So ist die Menge G\ der inver-
tierbarenk-linearen Endomorphismen vahnachV eine Gruppe mit Ver-
kettung als Multiplikation, A, B) — Ao B, und InversiomA — AL,

Definition 1.3. Eine Gruppé&s heil3tabelschoderkommutatiywenn fir allex,y €
Gqilt: x-y=y-x

SeienG undH Gruppen.

Definition 1.4. (1) Eine Abbildungf: G — H heilstHomomorphismus von
Gruppen falls fur allex,y € G gilt:

f(x-y) = 10 - £(y).
(2) Ein bijektiver Homomorphismus von Gruppen heidmorphismusDie

GruppenG und H heif3enisomorph falls ein Isomorphismug: G — H
existiert.

Ist f: G — H ein bijektiver Homomorphismus von Gruppen, so ist a_ﬂtlh H-—
G ein Homomorphismus von Gruppen. Dagt sich leicht nachrechnedijung!)

Seif: G — H ein Homomorphismus von Gruppen uegldas neutrale Element
vonG. Wegenf(x) = f(x-eg) = f(X)- f(eg) und f(x) = f(es - X) = f(eg) - T(X) ist
f(es) = ey, das neutrale Element . Wegerey = f(eg) = f(x1-x) = f(x71)-f(X)
undey = f(eg) = f(x- x1) = f(x)- f(x1)ist f(x 1) das inverse Element zi(X).

1.1. Darstellungen von Gruppen. SeiG eine Gruppe uné ein Korper.

Definition 1.5. EineDarstellung von G tber lst eink-VektorraumV mitsamt eines
Homomorphismus

p: G — GL(V)
von Gruppen.

Zur besseren Lesbarkeit der Formeln vereinbareniwidés Folgende die Alikzung
g.v := p(9)(V).

Beispielel.6. (1) Firjede Gruppé&s und jederk-Vektorraum ist dikonstante
Abbildung G —» GL(V), g + id, eine Darstellung. Man nennt dies die
triviale Darstellung

(2) IstG c GL(V) eine Untergruppe, so ist die Inklusi@h — GL(V) eine
Darstellung. Man nennt sie digtandarddarstellung

(3) JedesA € GL(V) definiert eine Darstellung vo# mittels der Abbildung
Z — GL(V),n— A"

Die Motivation hinter dem Begfii einer Darstellung ist die folgende: Igtend-
lich dimensional mit Dimension und wahlen wir eine Basis voW, so kbnnen wir
GL(V) identifizieren mit der Teilmenge Mat(x n,k)* c Mat(n x n,k) derinver-
tierbaren nx n-Matrizen mit Eintagen ink. Die Abbildungp stellt die Elemente
ausG also dar durch Matrizen, so dal3 das Multiplizieren von Eletere aufG der
Matrizenmultiplikation entspricht. Ist injektiv, so haben wir unsere Gruppe also



dargestellt durch eine Untergruppe der invertierbarerriltai. Das ist insbesonde-
re hilfreich beim Rechnen.

Die Darstellungstheorie war, historisch gesehenaztst eine Theorie zur Unter-
suchung der Struktur einer Gruppe. Heute hat sich der Fakwsdle Mathematiker
geandert. Wir nehmen oft an, die Struktur der Gruppe selbg#ererstanden und
wir fragen dann nach der Struktur déategorie aller Darstellungenler Gruppe.
Typische Fragestellungen sind: ,,Wieviele” Darstellungét es? Gibt es ,,Bezie-
hungen” zwischen zwei Darstellungen? Wasdt sich die ,,Menge aller Darstellun-
gen” charakterisieren? Selbsirfrelativ einfache Gruppen wie die symmetrischen
GruppenS, sind obige Fragestellungen no@nfst nicht geist.

Seien ¥, p) und (V’, p’) Darstellungen vois tberk.

Definition 1.7. Einek-lineare Abbildungf: V — V’ heiRtHomomorphismus von
Darstellungenfalls gilt

f(g.v) =g.f(v)
furallege G,ve V.

Seip: G — GL(V) eine Darstellungiberk.

Definition 1.8. Eine Unterdarstellungvon (p, V) ist ein k-UntervektorraumJ c
V, so daR iir alleg € G die Abbildungp(g): V — V den UnterraunUy in sich
uberfuhrt.

Jede Darstelluny besitzt zwei (nicht notwendigerweise verschiedene) Uiater
stellungen: Den trivialen Untervektorray®} c V und den vollen Untervektorraum
V cV.

Ubungent.9. (1) IstU c V ein Unterraum wie in der Definition, so isirfjedes
g € G die Einschankungo(g)|y : U — U eine invertierbare Abbildung. Das
Einschéanken liefert uns also eine Abbildupg G — GL(U), die ebenfalls
eine Darstellung ist.

(2) IstU c V eine Unterdarstellung, so gibt es genau eine Struktur &aer
stellung auf dem QuotientenvektorraifflJ, so dal3 die kanonische Abbil-
dungV — V/U ein Homomorphismus von Darstellungen wird.

1.2. Einfache Darstellungen. Seip: G — GL(V) eine Darstellungiberk.

Definition 1.10. Die Darstellung Y, p) heif3teinfach falls V # {0} und falls die
einzigen Unterdarstellungéf} c V undV c V sind.

Die ersten Fragen, die sicirfDarstellungstheoretiker stellen, sind folgende:

Wieviele einfache Darstellungen von G tber k gibt @41 betracheniir diese
Frage alle Darstellungen riatich bis auf Isomorphigd.h. wir Zahlen isomorphe
Darstellungen nur einmal.)

Wie lassen sich diese Darstellungen charakterisier@s?ist nicht leicht zu spe-
zifizieren, was ,,charakterisieren” bedeuten soll.)

Oftmals ist eine Antwort auf die erste Frage weitgehend baabig vom Korper
k (zumindest, wenn man nur algebraisch abgeschlossérmeeKin Betracht zieht).
Die zweite Frage &ngt jedoch fast immer stark von der Arithmetik vioab.

Ein Beispiel fir ein typisches Ergebnis in der Darstellungstheorie istfdeen-
de. Sei ddir G eine endliche Gruppe undein algebraisch abgeschlossenérper.



Satz 1.11.1st die Charakteristik von k kein Teiler der Gruppenordnuats@ der
Anzahl der Elemente in G), so gibt es bis auf Isomorphie gemaiele einfache
Darstellungen von G wie Konjugationsklassen in G.

Insbesondere: I19B also eine endliche, abelsche Gruppe brein algebraisch
abgeschlossenerdfper, dessen Charakteristik kein Teiler ist @, so gibt es
also bis auf Isomorphie genauso viele einfache DarstedinmgpnG wie Elemente
in der Gruppe.

Kardinalfrage: [a3t sich auf nairliche Weise jedem Element aGsine einfache
Darstellung zuordnen?

Im Allgemeinen: NEIN! Das Problem ist verwandt zu folgendeéhinomen: Ist
V ein endlich dimensionalée-Vektorraum undv* sein Dualraum, also der Raum
der linearen Abbildungen vox nachk, so ist dimV = dimV*. Also sindV und
V* isomorph. Es gibt aber im Allgemeindwinenbevorzugten, ,,nétlichen” Iso-
morphismus/ — V*. (Anmerkung: Dualisieren wir zweimal, so gibt es tatklich
einen bevorzugten Isomorphismds— V**1)

1.3. Gruppen ,,mit Struktur”. Wir haben bisher nur den ,,diskreten” Fall von
Darstellungen von Gruppen betrachtet. Ofigir die Menge, die einer Gruppe zu-
grundeliegt, aber eine zazliche Struktur (als topologischer Raum, als Mannigfal-
tigkeit oder als algebraische Vai@), die von den Strukturabbildungen Multiplika-
tion und Inversion respektiert wird (so daf3 diese Abbildemglso stetig, dieren-
zierbar oder algebraisch (re@n) sind). Man spricht dann vawpologischenvon
Lie-Gruppenbzw. vonalgebraischen Gruppen

Ist nunV ein topologischer Vektorraum, so wird GK) eine topologische Grup-
pe, istV ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum, so ist Gl €ine Lie-
Gruppe, und isk ein algebraisch abgeschlossendirper undV ein endliche di-
mensionalek-Vektorraum, so ist GLY) eine algebraische Gruppe. Wibknen also
von unseren Darstellungen G — GL(V) verlangen, dal3 sie stetig fidirenzierbar
bzw. reguér sind und erhalten spezielle Kategorien von Darstellnnge

1.4. Darstellungen von Lie-Gruppen. Wir wollen uns nun auf den Fall von Lie-
Gruppen besclnken. In diesem Fall ik also eine dierenzierbare Mannigfal-
tigkeit und die Abbildungem: G x G —» G undi: G — G sind diferenzierbar.

Wir betrachten endlich dimensionale DarstellunggerR, dem Korper der reel-

len Zahlen. Dann ist auch GYJ eine dtterenzierbare Mannigfaltigkeit, und wir
verlangen von einer Darstellupg G — GL(V), dal3 sie dierenzierbar ist.

Wir betrachten nun den TangentialrauiigsG von G am neutralen Element. Er
tragt eine besondere algebraische Struktamich die Struktur einelie-Algebra
Dazu betrachten wir die Operation v@hauf sich selbst durcKonjugation Fur
g € G definieren wir:

g:G —» G
X — gxgl

Diese Abbildung ist ebenfalls fierenzierbar, und da das neutrale Elemeauf
sich abgebildet wird, erhalten wir durchfidirenzieren ae eine lineare Abbildung



Adg = deCy: TG — TeG. Es stellt sich heraus, daf die enstehende Abbildung

Ad: G — End(TG)
g — Adg
erneut diferenzierbar ist und sogar eine Darstellung @hefert, dieadjungierte
Darstellung Das Bild vone, also Ad, ist die Identiat. Wir differenzieren wieder

am neutralen Element, und nach einer IdentifikaflgyEnd: (TG) = Endk(TG)
erreichen wir eine lineare Abbildung

ad: TG — Endck(TG).
Es istublich, fur x,y € TG folgende AbKkirzung zu verwenden:
[x,y] := adX)(y) € TG.
Die Abbildung [, ]: TeG x TG — TG ist nunR-bilinear. Wir verwenden von nun
an die Notatiory := T.G immer dann, wenn wir an das Pad@, [, -]) denken.
Man kann nachrechnen, dal3 folgende Eigenschaften gelten:
() [x X] = O fur allex € g (Anti-Symmetrie).
(2) [x[y.2] + [y, [z X]] +[z[x Y]] =0 fur allex,y, z € g (Jacobi-ldentt).
Dies sind die definierenden Axiome einge-Algebra Wir haben nun also aus einer

Lie-Gruppe eine Lie-Algebra konstruiert (im Wesentlicliemch Diferenzieren der
Konjugationsabbildung).

1.5. Darstellungen der Lie-Algebra. Die Konstruktion der Lie-Algebra ist sogar
funktoriell. Ist namlich f: G — H ein Homomorphismus von Lie-Gruppen (also
ein differenzierbarerHomomorphismus von Gruppen), so gilirfdas Diferential
am neutralen Elemenk.f: T.G — T.H und allex,y € T¢G die Gleichung

de f([X, Y1) = [def(X), def(Y)].
Alsoistdef: g = TG — ) = TeH einHomomorphismus von Lie-Algebren

Sei nunV ein reeller Vektorraum von endlicher DimensionDann ist GLY) c
End: (V) = R™" eine dfene Untermannigfaltigkeit. Insbesondere erhalten wemin
Identifikation

gl(V) := TeGL(V) = TLENc (V).

Man kann nachrechnen, dal} die Lie-Algebren Strukturgdyf) unter dieser
Identifikation gegeben ist durch d&mmutatorvon linearen Abbildungen:

[X.y] =Xoy-yox
(Ubung: Man rechne nach, daR die so definierte Lie-Klammeaadhtich anti-
symmetrisch ist und die Jacobi-ldeatierillt.)
Ist nunp: G — GL(V) eine Darstellung der Lie-Grupf& so ist das Oterential

deo: g — ¢l(V) = End(V)

ein Homomorphismus von Lie-Algebren, wie wir oben gesehareh. Dies nennt
man auch eine Darstellung der Lie-AlgelraVir haben also jeder Darstellung der
Lie-GruppeG eine Darstellung ihrer Lie-Algebrazugeordnet.

Die Darstellungstheorien vo8 und vong sind eng verwandt. Wir &nnen im
Rahmen dieser Vorlesung nichéilmer auf diese Beziehung eingehen. Der obige



Abriss der Darstellungstheorie soll uns ggen, um die Darstellungstheorie von
Lie-Algebren zu motivieren.

2. Lie-ALGEBREN

Zunachst wollen wir an den Bedfieiner Algebraiber einem Krperk erinnern.

Definition 2.1. (1) Einek-Algebraist eink-VektorraumA zusammen mit einer
k-bilinearen AbbildungA x A — A, (a,b) — a- b, derMultiplikation.
(2) Einek-AlgebraA heifdtassoziatiyfalls fur allea,b,c € Agilt: (a-b)-c =
a-(b-oc).
(3) Einek-AlgebraA heil3tkommutatiyfalls fur allea,b € Agilt: a-b=b-a.
(4) Einek-AlgebraA heif3tunitar, falls es ein Element E Agibt mit 1-a =
a-1=afuralleae A Man nennt 1 das EinselementAn

Wie immer muf3 man mit einer Klasse von Objekten auch gleietzdgelirige
Klasse von Abbildungen definieren. Seikmind B k-Algebren.

Definition 2.2. (1) Einek-lineare Abbildungf: A — B heil3tHomomorphis-
mus (von Algebren¥alls fur allea,b € Aqilt: f(a-b) = f(a) - f(b).

(2) Ein bijektiver Homomorphismus von Algebren heil3t alstmorphismus
(die inverse Abbildung ist dann ebenfalls ein Homomorphismon Al-
gebren). Die Algebrei und B heifl3en isomorph, falls ein Isomorphismus
f: A — Bexistiert.

(3) SindA und B unitare Algebren mit Einselementenr € Aund 1z € B, so
heif3t ein Homomorphismus von Algebrémnitar, falls f(1,) = 1g gilt.

Beispiele2.3. (1) Der Polynomringk[X;,i € I] in beliebig vielen Veanderli-
chen ist eine kommutative, assoziative und éargk-Algebra.
(2) IstV eink-Vektorraum, so wird der Raum dkdinearen Endomorphismen
End.(V) mit der Verkettung als Verkipfung eine assoziative, uare, i.a.
nicht kommutativek-Algebra.

2.1. Definition von Lie-Algebren. Lie-Algebrensind nun spezielle Algebren, die
i.a. weder kommutativ, noch assoziativ, noch angind.

Definition 2.4. Eine k-Lie-Algebraist eink-Vektorraumg zusammen mit einek-
bilinearen Abbildung|-]: g x g — g, derLie-Klammer so dalf? gilt:

(1) fur allex € gist[x, X] = 0 (Antisymmetrie).
(2) furallex,y,ze gist[x[y,2] +[Y,[z X]] + [z [x Y]] = 0 (Jacobi-ldentét).

Sindg undg’ Lie-Algebren, so nennt man einen Homomorphismug — g’ von
Algebren auch einen Lie-Algebren-Homomorphismus.

Ubung2.5. Es gibt bis auf Isomorphie genau zwei zweidimensiofialée-Algebren.

Lemma 2.6. Ist A eine assoziative k-Algebra, so wird A mit déammutator
[X,y]:=x-y-y-x furxyeA

als Lie-Klammer eine k-Lie-Algebra.

Ubung?2.7. Beweisen Sie dieses Lemma.

Ist A eine kommutative Algebra, so ist die Lie-Klammeriindith konstant Null.
Das motiviert die folgende Definition



Definition 2.8. Eine Lie-Algebrag heildtabelsch falls [x,y] = O fur allex,y € g
gilt.
Beispiel2.9. Ist V ein k-Vektorraum, so haben wir schon gesehen, dass(&hd

einek-Algebra ist. Wir schreibenI(V) statt End(V), wenn wir uns diesen Raum
als Lie-Algebra zusammen mit dem Kommutator als Lie-Klamuestellen.

Ubung2.1Q SeiA einek-Algebra. Einek-Derivationist einek-lineare Abbildung
6: A — Amit der Eigenschafi(a-b) = a- 6(b) + 5(a) - a. Man zeige, dal? mi und
& auchdod — ¢ o6 € End(A) eine Derivation ist, abefo ¢’ im allgemeinen nicht.

Ist A eine Algebra, so ist ein Untervektorrawinc A eineUnteralgebra falls fur
alle x,y € U gilt, daR3x -y € U. Natirlich wird U mit der induzierten Verkinpfung
dann ebenfalls eine Algebra. Eine Unteralgdbtag einer Lie-Algebra ist ebenfalls
eine Lie-Algebra.

Im Folgenden werderiif uns vor allem Unter-Lie-Algebren vati(V) von Be-
deutung sein. Wir schreiben insbesondg(e, k) fur gi(k").

Beispiel2.11 (1) Jeder null- oder eindimensionale UnterraWinc g ist eine
Unter-Lie-Algebra.

(2) Die Diagonalmatrizen, die oberen (oder unteren) Disetatrizen und die
echten oberen (oder unteren) Dreiecksmatrizen bildenrtligeAlgebren
von gl(n, k).

(3) Der Untervektorraumsl(n,k) c gl(n, k) aller Endomorphismen mit Spur
Null ist eine Unter-Lie-Algebra.

(4) Seif: K"x k" — kdie Bilinearform gegeben durch die Einheitsmatrix, also

F((Xe .o %) (Vi ooy Yn)T) = XaY1 + -+ + XaYn.
So ist der Unterraum
so(n,K) := {Aegl(n k)| f(AxYy) + f(X,Ay) =0 VxyeKk"}
eine Unter-Lie-Algebra vopl(n, k). so(n, k) heil3t dieorthogonale Lie-Algebra

(5) Seif: k*"xk®" — kdie Bilinearform gegeben durch die Mat(igcl)E %”)
also "

f((Xe, ..., X2n)T, i, -- ,Y2n)T) = XaYn+1 + 000 XnYon — XnedY1 — -0 — XonYn.
So ist der Unterraum

sp(2n,K) = {A e gl(2n,K) | f(AxY) + (X, Ay) =0 Vxye k™
eine Unter-Lie-Algebra vorl(n, k). sp(n, k) heil3t diesymplektische Lie-
Algebra
Seig eine Lie-Algebra.

Definition 2.12. Ein Idealvon g ist ein Untervektorraunh c g so dal3fir allex € g
undy € | gilt: [x,y] € |. Kurzschreibweiseg 1] c I.

Definition 2.13. Eine Lie-Algebray heildteinfach wenng nicht abelsch ist und kein
von {0} undg verschiedenes Ideal inexistiert.

Das erste Hauptziel der Vorlesung ist die folgende Klasifik von Killing fur
einfachekomplexdgalsoC-)Lie-Algebren.



Satz 2.14.Jede endlich dimensionale einfache komplexe Lie-Algedbisomorph
zu genau einer der folgenden, einfachen Lie-Algebren:

o Typ A sI(n,C) mitn> 1,

e Typ B: s0(2n+ 1,C) mitn> 2,

e Typ G sp(2n,C) mitn > 3,

e Typ Dy: s0(2n,C) mitn > 4,

e oder den Lie-Algebren vom Ty BE;, Eg, F4, G, (dies sind die funf ,,Aus-
nahme” Lie-Algebren).

Ubung2.15 Man bestimme die Dimension der Lie-Algebren der SeAgrB,, C,
undD,.

2.2. Darstellungen von Lie-Algebren. Seig eine Lie Algebra igber dem Krper
K).

Definition 2.16. Eine Darstellung vony besteht aus einekiVektorraumV zusam-
men mit einem Homomorphismus

p: g — gl(V)

von Lie-Algebren.

Wie zuvor notieren wik.v = p(X)(v) fur allex € g, ve V.

Beispiele2.17. (1) IstV eink-Vektorraum undy c gl(V) eine Unter-Lie-Algebra,
so definiert diese Inklusion die Struktur einer Darstelluog g aufV. Man
nennt dies die Standarddarstellung. Allgemeinep ist — gl(V) eine Dar-
stellung vony und istg’ c g eine Unter-Lie Algebra, so definiert die Verket-
tungg’ c g — gl(V) eine Darstellung vog'.

(2) Der Vektorraunk zusammen mit der Nullabbildung— gl(k) definiert eine
Darstellung vony, die man didriviale Darstellung nennt.

(3) Seip: g — End(g) die Abbildung, diex abbildet aufk,-]: g — g, die also
y abbildet auf k, y]. Dann isto ein Homomorphismus von Lie-Algebren, de-
finiert also eine Darstellung van(Ubung!). Man nennt dies diedjungierte
Darstellung Das Bild vong unter ad istibrigens enthalten im Teilraum der
k-Derivationen auf der Lie-Algebra

SeienV undV’ Darstellungen von.

Definition 2.18. (1) Einek-lineare Abbildungf: V — V’ heiBtHomomorphis-
mus von Darstellungeralls gilt: f(x.v) = x.f(v) fur allex € g undv e V.
(2) Ein bijektiver Homomophismus von Darstellungen heifgtrdsomorphis-
musvon Darstellungen. Zwei Darstellung®rundV’ heiRerisomorphfalls
ein Isomorphismug : V — V'’ existiert.

SeiV eine Darstellung von.

Definition 2.19. Ein UntervektorrauntJ c V hei3tUnterdarstellungfalls fur alle
x € gundu € U gilt: x.u e U. Kurzschreibweisaj.U c U.

Natirlich ist eine Unterdarstellung auf mialiche Weise wieder eine Darstellung
vong.



Proposition 2.20. Sei V eine Darstellung vomund U c V eine Unterdarstellung.

So gibt es auf dem Quotientenvektorraupy\genau eine Struktur einer Darstel-
lung vong, so dal3 die kanonische Abbildung-¥ V/U ein Homomorphismus von
Darstellungen wird.

Beweis.Ubung. O

Definition 2.21. Eine Darstellungv/ von g heif3teinfach wennV # {0} und wenn
{0} c VundV c V die einzigen Unterdarstellungen vdisind.

2.3. Einfache Darstellungen vonsl(2, k) endlicher Dimension. Wir betrachten
in diesem Abschnitt Darstellungen der Lie-Algebl, k). Zunachst definieren die
folgenden Elemente au§2, k):

-y vt 3 09

(e, f, h) bildet aofenbar eine Basis vosi(2, k). Es gelten die folgenden Formeliarf
die Kommutatoren:

[ef] = h
[he = 2e
[hf] = —2f

(Ubung: Man rechne diese Relationen nach.)

Seinunp: sl(2,k) - End(V) eine Darstellung vonri(2, k). Dann definiert jedes
X € g eine lineare Abbildung(x): V — V. Wir betrachten nun speziellerweise die
durch unser oben definiertes Elembrjegebene. & 1 € k sei

Vi =1{veV|p(h)(v) = av}
der Eigenraum volv zum Eigenwerfl bzgl. der Abbildung(h).
Lemma 2.22. Fur jedesA € k gilt p(€)(V,) € Va2 undp(f)(V,y) € Vo,

Beweis.Seiv € V,. So ist

p(Me(€)(v) = p(h,e)(V) + p(e)p(h)(v)
= 2p(e)(v) + A(e)(V)
= (1+ 2)p(e)(V).
Also istp(e)(v) € V,,,. Die Aussageir f beweist man analog. O

Der folgende Satz klassifiziert die einfachen Darstellurdgr Lie-Algebrasl(2, k)
fur einen algebraisch abgeschlossenéngér der Charakteristik Null.

Satz 2.23.Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper der CharestideNull.
(1) Die Abbildung

Endlich dimensional
einfache Darstellungen
vonsl(2, k)
bis auf Isomorphie
V — dimV

ist eine Bijektion. Im Folgenden sefr) die einfache Darstellung vori(2, k)
der Dimension i+ 1 furn > 0.

- Z>0



(2) L(n) zerfallt unter der Operation von & sI(2, k) in seine Eigenraume:
L(n) = L(N)-n ® L(N)-ns2@® - -- & L(N)n

und es giltdimL(n); = 1furi=-n,—-n+2,...,n.
(3) Ist L(n); # 0 und L(n)i,» # O, so induzieren die Operationen von e und f
Isomorphismen
(e) (f)
L) =5 Lz, LMz 2 L(O).

Beispiele2.24 (1) L(1) ist ofenbar die triviale DarstellungUpung: Man zei-
ge, dal3 es bis auf Isomorphie keine weitere Darstellung deebsion 1
geben kann. Anleitung: Man zeige, dal3= [e, f] durch Null operieren
muss. Dann nutze man die Kommutatorregélre] = 2e und |, f] = —2f
aus.)

(2) Die Standarddarstellungf2, C) c gl(2, C) ist offenbar die einfache Darstel-
lung der Dimension 2.

(3) Die adjungierte Darstellung ad:— gl(g) ist die einfache Darstellung von
Dimension 3.

Beweis Wir zeigen zuichst, dafl3 je zwei einfache Darstellungen vi§g, C), die
dieselbe endliche Dimension haben, isomorph sind.

Sei dazuV irgendeine endlich dimensionale Darstellung. Wie in Lenr2?
definieren wir @ir jedest € C den EigenraunY, c V zum Eigenwertl unter der
linearen Abbildungo(h). Da C algebraisch abgeschlossen ist, gibt es mindestens
ein A mit V, # {0}. DaV endlich dimensional ist, gibt es eihmit V, # {0} und
V.2 = {0}. Wir fixieren nun diesesd und wahlen einen Vektov € V,, v # 0.

Dann betrachten wir die Vektoren der Fofftv = p(f)'(v), i > 0. die Kommuta-
torregeln liefern folgende Gleichungen:

h.fl.v
eflv

(- 2i)fl.v
i(1—i+1)f Ly

Insbesondere spannen die Vektorv, i > 0 eine Unterdarstellung vox auf.
Ist f.v # 0, dann sindy, f.v,..., fl.v nicht Null und Eigenvektoren voh zu ver-
schiedenen Eigenwerten, also linear uréidig. Es gibt also ein kleinstes> 0
mit f™1v = 0. Dannisty, f.v, ..., f".v eine Basis einer Unterdarstellung vanlst
V nun einfach, so haben wir damit eine Basis wolkonstruiert. Insbesondere ist
n=dmV -1

AulRerdem haben wir die Operation vei(2, C) in dieser Basis explizit angege-
ben. Als Parameter taucht in diesen Matrizen noch die koxepfahl A auf. Aus
f™ly = 0 folgt 0= e.f™v = (n+ 1)(A — n)f".v, und da wirf"v # 0 angenommen
haben, erhalten wit = n = dimV -1. Damit fangen unsere Matrizeiifdie Abbil-
dungerp(e), p(h) undp(f) nur von dimV ab. Insbesondere sind zwei Darstellungen
der gleichen Dimension isomorph und wir haben die Aussagguar(d (3) unseres
Satzes explizit nachgejpit.

Es bleibt zu zeigen, dal3 es zu jeder Dimensioauch tatachlich eine einfa-

che Darstellung vorl(2, C) gibt. Dazu betrachten wir zéchst den Polynomring
C[X, Y] in zwei Variablen. Man rechnet leicht nach, daf3 die Abhilgu: s1(2, C) —



End-(C[X, Y]) mit
p(e) = Xdy,
p(f) = Yox,
p(h) = Xox - Yoy
ein Homomorphismus von Lie-Algebren ist, also eine (uniehddimensionale)
Darstellung definiert. Dazu mufd man nur die Kommutatorerseia@n den Deri-
vationen ausrechnen. Es ist beispielsweise
[Xdy,Y0x] = Xdyo Ydx — Ydx o Xdy
= Xdx — XYdydx — Yoy — Y Xdxdy
= Xax - Yay,
daaxay = ayax.

SeiC[X, Y], ¢ C[X, Y] der Untervektorraum der homogenen Polynome vom
Gradn. Dieser Raum ist fbenbar eine Unterdarstellung der Dimensios 1, da
unsere Derivationen den Grad eines homogenen Polynomsamdern. Wir be-
haupten, dal3 diese Unterdarstellung einfach ist. NuX"ist' ein Eigenvektor un-
terp(h) = Xdx — Ydy zum Eigenwerh — 2i. Also taucht jeder Eigenwert vgs(h)

mit Multiplizit at eins auf. Eine Unterdarstellung wird also notwendigésaauf-
gespannt durch Monome. Nun folgt aus den Gleichungen

pEXTY) = Xay(X™'Y)

— ixn—i+lYi—1
p(F)XTY) = Yox(X™'Y)
— (n _ i)Xn—i—lYi+l
dal eine Unterdarstellung mit einem Monom auch alle andsrtralten muf3. Also
ist C[X, Y], einfach. |

3. NILPOTENTE UND AUFLOSBARE LIE-ALGEBREN

Seig eine Lie-Algebraiber dem Krperk. Sindl,J c g Untervektordume, so
definieren wir [, J] c g als den von allen Elementem, ] mit x € | undy € J
aufgespannten Untervektorraum. Sinand J Ideale vong, dann ist auchl| J] ein
Ideal ing.

Definition 3.1. (1) Die absteigende Zentralreihe
Pogtodg’o...

von g ist induktiv durchg® := g undg™? = [q, ¢'] definiert.
(2) Dieabgeleitete Reihe

Qo5 gWogWs
von g ist induktiv durchg© = g undg@*? = [¢©, g©] definiert.
Per Induktion folgt, daR sowohl als auchy® fiir allei > 0 Ideale ing sind, und
daRg®) c ¢'.
Definition 3.2. Die Lie-Algebrag heil3t
(1) auflosbar falls @ = 0 fiiri > 0,



(2) nilpotent fallsg' = 0 furi > 0.
Wegeng® c ¢' ist jede nilpotente Lie-Algebra adgfbar.

Lemma 3.3. Jede Unter-Lie-Algebra und jedes Bild einer nilpotenteg-Algebra
ist nilpotent. Jede Unter-Lie-Algebra und jedes Bild eiaaflosbaren Lie-Algebra
ist auflosbar.

Bemerkung.4. Unter ,,Bild einer Lie-Algebra” verstehen wir das Bild eindet
Algebrag unter einem beliebigen Homomorphismiusg — ¢’ von Lie-Algebren.
Das Bild ist dfensichtlich wieder eine Lie-Algebra.

Beweis Die Aussage bzgl. Unter-Lie-Algebren folgen sofort aus Befinitionen.
Induktiv zeigt man leichtf (q)® = f(g®) und f(a)' = f(g') fur alle Homomorphis-
menf: g — ¢ und allei. Daraus folgt die Aussag#er die Bilder. |

Beispiele3.5. (1) Die Lie-Algebrab(n, k) der oberen Dreiecksmatrizengf{n, k)
ist aufbsbar.
(2) Die Lie-Algebran(n, k) der echten oberen Dreiecksmatrizengin, k) ist
nilpotent.

3.1. Nilpotente Lie-Algebren und der Satz von Engel.Der machste Satz stellt
eine verbliffende Verbindung her zwischen nilpotenten Endomorphismennil-
potenten Lie-Algebren.

Satz 3.6.Sei k ein Korper, \& 0 eine endlich dimensionaler k-Vektorraum und
al(V) eine Unter-Lie-Algebra, so dal3 jedes>xg ein nilpotenter Endomorphismus
aufV ist. Dann gibt es eine Basis von V, bzgl. derer alle Elgmausy durch echte
obere Dreiecksmatrizen gegeben sind.

Wir folgern dieses Satz aus folgender Proposition

Proposition 3.7. Seig c gl(V) wie im Satz. Dann gibt es einen Vektos W, v# 0
mit x(v) = O fur alle x e g.

Bemerkun@.8. Natirlich gibt es fir jeden nilpotenten Endomorphismug End(V)
einen Vektorv # 0 mit f(v) = 0. Es stimmt aber im Allgemeinen nicht, daf3 és f
zwei nilpotente Endomorphismeing € End(V) einengemeinsameNektorv # 0
mit f(v) = g(v) = 0 gibt. Die obige Proposition sagt nun insbesondere, dafine
undg eine Unter-Lie-Algebra in Eni{) erzeugenderen Elemente allesamt nilpo-
tent sind es solch einen Vektor doch gibt.

Beweis.Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach der Dimensiamgvdm
Fall dimg = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also dinx 1. Dann gibt es eine maximale
echte Unter-Lie-Algebra’ c g, ¢ # g (der Fallg’ = 0 ist natirlich erlaubt).
Nun betrachten wir die Darstellung ¢’ — gl(g) von ¢’ auf dem Vektorraung,
die gegeben ist durch(x) = [X,-]. Hier ist ¢ c g eine Unterdarstellung, da ja
g’ eine Unter-Lie-Algebra vory ist. Also kdnnen wir die Quotientendarstellung
p. g — g/g’ bilden.

Wir behaupten nun, dafRg") c gl(g/g’) eine Unter-Lie-Algebra aus nilpotenten
Endomorphismen ist. Sogar allgemeiner gilt folgendes Lamm

Lemma 3.9. Sei f: V — V ein nilpotenter Endomorphismus. Dann ist auch die
Abbildungad(f): End{V) — End(), g~ f og—go f nilpotent.



Beweis.Seiends, ps: End(V) — End({/) die Linksverkettung bzw. Rechtsverket-
tung mit f. Dann sind1; undp; offensichtlich nilpotent. Au3erdem gil; o ps =

p¢ o A¢. Die Verknipfung kommutierender nilpotenter Endomorphismen ist abe
nilpotent. O

Wir haben nun also gezeigt, day’) c gl(a/g’) eine Unter-Lie-Algebra beste-
hend aus nilpotenten Endomorphismen ist. Wegengtigndimg kdnnen wir un-
sere Induktionsvoraussetzung anwenden. Es gibt also ¥eldor x € g/g’, X # 0
mit p(g')(X) = 0. Seix € g ein Urbild vonx. Dannist alsox ¢ ¢’ und [¢', X] C ¢'.

Der Unterraumy’ @ kx c g ist also eine Unter-Lie-Algebra. Wegen der Maxima-
litat vong’ ist alsog’ @ kx = g. Nun benutzen wir nochmals die Induktionsannahme
und folgern, daf3

W:={veV|gv=0}«+0.
Istve W, soistx(v) e W, denn fir alley € ¢’ gilt
y(x(v)) = [y, XJ(V) + x(¥(v)) =0+ 0=0,
denn f, X] € ¢’. Nun istx € End(V) aber nilpotent, also ist auch die Einsghkung

x € EndW) nilpotent. Es existiert also eme W, v # 0 mit x(v) = 0. Rir dieses/
gilt aber danmy(v) = 0. Das war zu zeigen. O

Wir zeigen nun, wie Satz 3.6 aus der Proposition 3.7 folgt.

Beweis.Die Aussage des Satzes &juivalent zu folgender Aussades gibt eine
Kette von Untervektorraumen

OcVic---cV,=V
mitdimV; =undg(V;) c Vi_  furi > 1
Wir zeigen nun diese zweite Aussage. Nach dem Satz gibt es=if v # 0 mit
gv = 0. SeiV; der von solch einemaufgespannte Unterraum. Dann\stnatirlich
eine Unterdarstellung und wittkinen die Darstelluny/V; betrachten. Auf dieser

Darstellung operierg natiurlich ebenfalls durch nilpotente Endomorphismen. Per
Induktion finden wir eine Kette

0cVicC...Voi=V/Vy.
Nun seiVi,; ¢ V das Urbild vonV;. Die Kette
OcVicVocC...V,=V
erfullt offenbar unsere Bedingungen. O

Definition 3.10. Ein Elementx € g heil3tad-nilpotent falls der Endomorphismus
ad(x): g — g nilpotent ist.

Beispiel3.11 Die Elementee und f in sl(2, k), die wir in Abschnitt 2.3 definiert
haben, sind ad-nilpotent, das Elemaraber nicht.

Satz 3.12(Satz von Engel) Eine endlich dimensionale Lie-Algebra ist nilpotent
genau dann, wenn jedes ihrer Elemente ad-nilpotent ist.

Beweis Seig eine nilpotente Lie-Algebra. Dann ist algo= O fiir eini. Das bedeu-
tet, dal3 @ir beliebigex, .. ., X1 € g der verkettete Kommutator verschwindet:

[X1, [ X2, [. .., [%, Xiea] ... ]I1 = 0.



Setzen wir insbesonderg = X, = --- = X_1 = X, S0 ist also ad()' = 0, ad) also
nilpotent undx damit ad-nilpotentiir jedesx € g.

Sei nun umgekehrt jedesad-nilpotent. Das bedeutet, dal? das Bildsad{ gl(g)
aus nilpotenten Endomorphismen besteht. Nach Satz ghédn wir eine Basis
von g wahlen, so dal? adf aus echten oberen Dreiecksmatrizen besteht, also eine
Unter-Lie-Algebra einer nilpotenten Lie-Algebra ist,@ielbst eine nilpotente Lie-
Algebra ist. Also ist ad()' = 0, also ad{) = ad@)' = 0 und damity*! = 0. Also ist
g eine nilpotente Lie-Algebra. O

3.2. Aufldsbare Lie-Algebren und der Satz von Lie.

Satz 3.13.SeiC ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charaktéristill,
V # {0} ein endlich dimensionale€-Vektorraum undy c gI(V) eine auflosbare
Unter-Lie-Algebra. Dann gibt es eine Basis von V, bzgl. dgraus oberen Drei-
ecksmatrizen besteht.

Wie zuvor folgern wir den obigen Satz aus der nachfolgendepd3ition.

Proposition 3.14. Seig c gl(V) wie im Satz. Dann gibt es einen simultanen Eigen-
vektor fur alle Elemente aus also einen Vektor ¢ V, v 0, mitg(v) c Cv.

Beweis.Wir beweisen diesen Satz per Induktion nach dinm Fall dimg = 0
kénnen wir jeden Vektov € V, v # 0, nehmen. Sei also dign> 0. Dag auflosbar
ist, gilt [9,9] # g. Dann istg/[g, g] eine abelsche Lie-Algebraositiver Dimensi-
on. Seil c g/[g,q] ein Teilraum der Kodimension 1. Wegen der Kommutaivit
von g/[g, g] ist | auch ein Ideal iny/[g,g]. Seil c g das Urbild vonl unter der
kanonischen Abbildung — g/[g, g]. Dann istl ein Ideal ing der Kodimension 1.

Naturlich ist| ebenfalls aufisbar, nach Induktionsvoraussetzung gibt es also ein
veV,v#0mitl(v) c Cv. Es gibt also eine Linearformh: 1 — C mit x(v) = A(X)v
furallex e I. Sei

Vy={veV|x()=ax)vfurallexel}

der zugebrige simultane Eigenraum. Wir behaupten ;) c V,. Wenn dies
gezeigt ist, dann folgt die Behauptung des Satzes, dennisehreirg = | & Cx

fur einen Vektoix € g, X ¢ 1, so brauchen wir nur einen Eigenvektor woim V, zu

finden, um die Aussage des Satzes zudiagtn.

Wir miussen also zeigen, dailkx € g,y € | undv € V, gilt:
y(x(v)) = AY)X(v).
Wir brauchen diese Formel riatich nur fur v # 0 zu piifen. Sei nun
W, = C{v, X(V), ... X"(V)},

also der von den Elementenx(v), ... X"(v) in V aufgespannte Teilraum. Per Induk-
tion zeigt manir allei > 0

Y(X (V) € XY(V) + Wiy,

Wegeny(v) = A(y)v kdnnen wir also folgern, dal’ jed®¥ invariant unterl ist.
AulRerdem finden wir eine Basis val;, so dal} die Operation von allgne |
gegeben ist durch obere Dreiecksmatrizen mit dem Wejtauf der Diagonalen.



Sei nunn > 0 maximal, so daf? diM,, = n. Dann istW, auch stabil unter der
Operation vorxk, also auch untenq y]. Wegen K, y] € | operiert [, y] auf W, also
mit Spur 1 + 1)A([x, y]). Da die Spur eines Kommutators aber immer Null ist und
daC Charakteristik Null hat, gilt

A([xy] = 0.
Nun ist
yx(v)) = x(y(v)) + [y, XI(V)
= AY)X(V) + ALy, X)(V)
= AY)X(V).
Dies ist, was wir zeigen wollten. O

Corollary 3.15. Ist g eine endlich dimensionale auflosbare Lie-Algebra, sfuisi]
nilpotent.

Aus Satz 3.13 &nnen wir folgendes Resultat folgern.

Satz 3.16(Satz von Lie) Jede einfache endlich dimensionale Darstellung einer
komplexen auflosbaren Lie-Algebra ist eindimensional.

4. KRITERIEN FUR AUFLOSBARKEIT

4.1. Die Killing-Form. Seig eine endlich dimensionale Lie-Algebra.
Definition 4.1. Die bilineare Abbildung
k:gxg — C
(Xx,y) +— Spur(ackoady: g — g)
heil3t dieKilling-Form aufg.
Lemma 4.2. Die Killing-Form hat folgende Eigenschaften:

(1) Fur alle xy € g gilt k(x,y) = (y, X) (Symmetrie).
(2) Furalle xy,z e g gilt k(x, [y, Z]) = x([X, Y], 2) (Invarianz).

Ubung4.3. Man berechne die Killing-Form vosi(2, C) und zeige, daR sie nicht
ausgeartet ist.

Ubung4.4. Die Killing-Form einer endlich dimensionalen nilpotentde-Algebra
ist konstant Null.

Der folgende Satz liefert einimzliches Kriterium @r die Auflosbarkeit einer
komplexen endlich dimensionalen Lie-Algebra.

Satz 4.5.Seig eine komplexe endlich dimensionale Lie-Algebra. Genaun distry
auflosbar, wenn gilt
k(g,[g,a]) = 0.

Wir werden obigen Satz aus dem folgenden folgern.

Satz 4.6. (Kriterium von Cartan) Sei V ein endlich dimensionaler korptevek-
torraum. Eine Unter-Lie-Algebra c gl(V) ist genau dann auflosbar, we@pury) =
Ofur alle xe g und ye [g, g] gilt.



Bevor wir das Kriterium von Cartan beweisen, folgern wir dar8atz 4.5.

Beweis.Sei g eine komplexe endlich dimensionale @sthare Lie-Algebra. Dann
ist auch ad{) c gl(g) auflosbar. Nach Satz 3.13 gibt es eine Basis ydozgl.
derer adf) in den oberen Dreiecksmatrizen liegt. Dann liegt fd{d(@)] aber in
den echten oberen Dreiecksmatrizen, was Spuréaatly) = O fur allex € g und
y € [g, g] zeigt.

Sei umgekehrt nug eine komplexe endlich dimensionale Lie-Algebra mit der
Eigenschafk(g, [, g]) = 0. Nach dem Cartan Kriterium ist dann g€ gl(g) eine
auflosbare Unter-Lie-Algebra. Wegen af() = ad@)™ ist also ad{™) = 0 fiir ein
n > 0 und damig™?Y = [¢™ ¢] = 0, also isty aufiosbar. O

Nun missen wir noch das Aufsbarkeitskriterium von Cartan zeigen.

4.2. Erinnerung: halbeinfache und nilpotente Endomorphismen. wir erinnern
an eines der Hauptergebnisse der linearen Algebraaigan-Zerlegung

Satz 4.7.Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

(1) SeiV ein endlich dimensionaler k-Vektorraum und/x— V ein Endomor-
phismus. Dann gibt es eindeutig bestimmte Abbildungex, XV — V mit
folgenden Eigenschaften:

(@) X = X5+ Xn.
(b) xsist diagonalisierbar und xist nilpotent.
(c) Es gilt X0 X, = X, 0 Xs.

(2) Sind V und W endlich dimensionale k-Vektorraume und siadcexd(V),
y € End(W) und f € Homy(V, W) gegeben, sodal3ofx = yo f, so gilt auch
foXs=Yyso fund fox,=y,of.

BeweisFur A € kundx € End,(V) sei
H(A,xX) ={ve V| (x-2)"(v) =0firn> 0}

der Hauptraum zu. Dann istV = €5 ,_, H(4, x). Definieren wir nurxs € End,(V)
so, dafl¥s aufH(A4, x) durch Multiplikation mit2 operiert, so isks diagonalisierbar,
Xn := X — Xg Nilpotent undxs o X, = X, o Xs. Damit ist die Existenzbehauptung im
Teil (1) des Satzes gezeigt.

Bevor wir die Eindeutigkeit der obigen Zerlegung zeigen, dieen wir Teil (2)
des Satzedif die eben definierters und x,,.

Seien alsa, y und f wie im Teil (2) des Satzes gegeben. So bilfidtir jedes
A € k den HauptraunH(2, x) in den HauptraunH(4,y) ab. Dann gilt sicherlich
f oxs=Yyso f, also auchf o x, =y, o f. Damitist Teil (2) fir unsere speziellex
und x, bzw.ys undy, gezeigt.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeitsaussage in Teil (1). Seuda= x; + X/, eine
weitere Zerlegung mix; diagonalisierbang, nilpotent undx; o x;, = X/, o X.. Insbe-
sondere kommutierts dann mit dem Endomorphismus nach Teil (2) also auch
mit x;. Damit istxs — x; ein diagonalisierbarer Endomorphismus. Analog erkennt
man, dal¥, — X/, ein nilpotenter Endomorphismus ist. Dann ist

Xs — Xg = Xn — Xq
ein diagonalisierbarer und nilpotenter Endomorphismiss, idull. O



Lemma 4.8. Fur x € End(V) gilt im xs C im X.

BeweisDa x und xs jeden Hauptraum stabilisiererphnen wirV = H(4, X) anneh-
men. Ist1 = 0, so istimxs = 0. IstA # 0, so ist imx = V. In beider Rllen ist de
Aussage des Lemmagfensichtlich. O

Lemma 4.9. Fur x € End(V) ist
ad(x) = ad(xs) + ad(x,)
die Jordan-Zerlegung voad(x) in End(Endy)), es gilt also
adX)s = ad(xs), adX), =ad(x,).

BeweisZunachst ist adX,) nilpotent nach Lemma 3.9, und agfund adk,) kom-

mutieren, daxs und x, dies tun. Wir niissen also nur noch zeigen, dal3xa@ddia-

gonalisierbar ist. \ehlen wir eine Basis,, ..., Vv, vonV aus Eigenvektoren vox,

so identifizieren wirgl(V) mit Mat(n x n, V). Die Standardmatrizef;; sind dann
Eigenvektoren der Operation von ag( denn ist1 der Eigenwert vorv; (unterxs)

undu der Eigenwert vow;, so ist1—u der Eigenwert vorf;; unter adgs), wie man
an folgender Gleichung sieht:

o 4llo oo olfs )= ")

Wir werden das Cartan-Kriterium aus folgendem Lemma folgern

Lemma 4.10. Sei V ein endlich dimensionaler komplexer Vektorraum unehse
A c B c End-(V) zwei Untervektorraume. SeixEnd-(V) so, dafad(x)(B) c A.
Gilt Spurk2 = Ofur alle ze End-(V) mitad@)(B) c A, dann ist x nilpotent.

BeweisSeix = Xs + X, die Jordan-Zerlegung vox Nach Lemma 4.9 ist ad) =
ad(Xs). Nach Lemma 4.8 gilt ad{s(B) c ad(x)(B) c A. Also gilt ads)(B) c A.
Damit liegen also alle Eigeaume zu von Null verschiedenen Eigenwerten von
ad(xs) in A.

Nun seiz € End-(V) dadurch definiert, daBauf einem Eigenvektor vors zum
Eigenwertd durch Multiplikation mit dem komplex konjugierten Wettoperiert.
Dann ist der Eigenraum von adj zum Eigenwerft auch der Eigenraum von ali(
zum Eigenwerfl. Da nun alle Eigeritume zul # 0 schon inA enthalten sind, gilt
ad@(B) c A.

Nach unseren Voraussetzungen ist SpgrE 0. Diese Spur ist aber die Summe
der Ausdiicke A1, wobei A die Eigenwerte vorx mit Mulitplizit aten durchuft.
Damit ist Null der einzige Eigenwert vax also istx nilpotent. O

Beweis des Cartan-Kriteriumgst g auflosbar, so gibt es eine Basis vdf) bzgl.
dererg gegeben ist durch obere Dreiecksmatrizen. Danngisf] [gegeben durch
echte obere Dreiecksmatrizen, ebenso wie jedes Elexyanit x € g undy € [g, g].
Daraus folgt Spur(y) = 0.

Gelte nun umgekehrt Spuy) = O fur alle x € gundy € [g,g]. Wir zeigen
nun, daf3 jedey € [g, g] nilpotent ist. Nach Satz 3.6 isti[g] dann nilpotent, alsg



auflosbar. Nun betrachten wir die Inklusionend] c ¢ ¢ End(V) und zeigen, daf3
fur allez e End(V) mit [z g] C [g, g] gilt, dal’ Spurgz) = 0. Nach dem Lemma 4.10
isty dann nilpotent.

Wir wahlen also ein solchesIsty = }[a;, bj] mit &, b; € g, so ist

Spurd) = > Spur(l.bil2) = > Spuri[b, 7)) =0
nach Voraussetzung, deane g und [b;, Z] € [g,g]. (Man beachte Spur]b]c) =
Spur@bc- bac) = Spur@bc— ach) = Spur@[b, c]) wegen Sputjac) = Spur@ch).)
O

5. HALBEINFACHE KOMPLEXE LIE-ALGEBREN

Satz 5.1.Seig eine endlich dimensionale komplexe Lie-Algebra. Dann giatth-
bedeutend:

(1) g besitzt kein von Null verschiedenes abelsches Ideal.

(2) g besitzt kein von Null verschiedenes auflosbares Ideal.

(3) gist als Lie-Algebra isomorph zu einer Summe einfacher lgeidren.
(4) gist die direkte Summe von Idealen, die als Lie-Algebreraems$ind.
(5) Die Killing-Form aufg ist nicht ausgeartet.

Bemerkundg.2 Sinda undb Lie-Algebren, so tagt die direkte Summe® b eine
natirliche Struktur einer Lie-Algebra. Die Lie-Klammer istggben durch

[(a,b), (&, b)] = ([a,a], [b,b7])

fura,a € aundb, b’ € b. Die natirlichen Inklusionerm c a@® b undb c a® b sind
Ideale. Umgekehrt ist eine direkte Summe von Idealen eireeAlgebra auch eine
direkte Summe von Lie-Algebren!

Definition 5.3. Eine komplexe endlich dimensionale Lie-Algebra, die @igiiva-
lenten Bedingungen im Theorem 5.1i@lt, hei3thalbeinfach

Bemerkundp.4. Jede einfache Lie-Algebra ist fialich halbeinfachUbrigens be-
sitztg = 0 kein von Null verschiedenes Ideal, ist also halbeinfach!

Definition 5.5. Eine endlich dimensionale komplexe Lie-Algebra heiluktiy
falls ihre adjungierte Darstellung die direkte Summe varfaeihen Darstellungen
ist.

Mit Hilfe der obigen Charakterisierungen kann man ohne okl erkennen,
dal} jede halbeinfache Lie-Algebra reduktiv ist.

Ubung5.6. gl(2, C) ist eine reduktive Lie-Algebra.

Beweis von Satz 5.Natirlich folgt (1) aus (2). Wir zeigen umgekehrt, daf3 (2) aus
(1) folgt. Seil c g also ein aufbsbares Ideal. Dann it = [1, 1] ein Idealvong. Ist
| nun von Null verschieden, dann gibt es air 0, so dalR™ « 0, aberl ™ = Q,
also istl™ ein von Null verschiedenes abelsches Ideal, was unserau$setzung
(1) widerspricht. Also ist = 0 und (2) folgt aus (1).
Nun zeigen wir, daf3 (5) aus (2) folgt. Wir betrachten
rade = g* = {x € g | k(X, g) = 0}.

Wegen der Invarianz vor ist radk c g ein Ideal. Au3erdem ist|;agexragc = O.
Nun ist k|radexradc @ber die Killing-Form auf der Lie-Algebra rad Dies gilt ganz



allgemein fir ein beliebiges Ideal, denriif X,y € | ist adi)adfy): ¢ — g ein
Endomorphismus mit adfadf)(g) c I, damit

Spur(adg)adfy)) = Spur(adk)adi)li) = Spur(adk)liad)li).

Also ist die Killing-Form auf rad konstant Null. Nach Theorem 4.5 ist radlso
auflosbar. Nach unserer Annahme (2) ist alsosad0, alsok nicht ausgeartet.

Nun zeigen wir die Implikation (5= (1). Istl c g ein abelsches Ideal, so
ist adf)ad(X)adfy)(a) = O fur x € g undy € I, also (adk)ad§))®> = 0, also ist
k(x,y) = Spur(adk)adfy)) = O fur allex € gundy € |. Nach (5) istl = 0.

Nun zeigen wir, dal3 (2= (4). Mit jedem Ideall von g ist auchl*+ = {x €
alk(x, 1) = O} ein Ideal ing, dennfirze g, x € I+ undy € | gilt

«([x.Z.y) = k(x.[zy]) =0,

dax € I+ und [zy] € I. Auf I n I+ verschwindek und wie zuvor erkennen wir,
daRl n I+ aufidsbar ist. Nach (2) ist alsbn |+ = O fir jedes Ideal. Natirlich
istg = | & I+. AuBerdem gilt [,1+] c I n 1+ = 0 und wir erkennen, daf die
direkte Summe (als Lie-Algebra) der Lie-Algebreaond |+ ist. Es folgt, dal3 jedes
Ideal vonl oder I+ auch ein Ideal vory ist. Damit gibt es also keine von Null
verschiedenen awbaren Ideale ihoderl+. Per Induktion folgern wir daraus (4).

Nun folgt (3) aus (4), da eine direkte Summe von ldealen aurehdirekte Sum-
me von Lie-Algebren ist (siehe Bemerkung 5.2).

Bleibt noch (3) = (2) zu zeigen. Isy = g1 & --- @ g, die direkte Summe
einfacher Lie-Algebren und idt c g ein Ideal, so ist auch(l) c g ein Ideal,
wobeirn: g — g die Projektion entlang obiger Zerlegung ist. Baeinfach ist,
kénnen nur die Blle (1) = 0 odern;(l) = gi vorkommen. Ist nuh auflosbar, so ist
auchr;(l) auflosbar fir allei, alsorn;(1) = O fur allei. Also istl = 0. |

Ubung5.7. Ist g halbeinfach, so gilg = [g, g].

Ubung5.8. Jedes Ideal einer komplexen halbeinfachen Lie-Algebifzaikteinfach.
Jeder Quotient einer komplexen halbeinfachen Lie-Alg&tiraalbeinfach. Ist jede
Unter-Lie-Algebra einer komplexen halbeinfachen Lie-é&ga halbeinfach?

Ubung5.9. Seig eine endlich dimensionale komplexe reduktive Lie-AlgelSaist
g=[g,9]®3
als Lie-Algebra. (Hier ist

3={xegl[xga] =0}
dasZentrumvon g (der Kern der Abbildung adg — gl(g).)

6. HALBEINFACHE DARSTELLUNGEN UND DER SATZ vOoN WEYL

6.1. Das Lemma von Schur. Seig eine Lie-Algebraiber einem algebraisch ab-
geschlossenendtperk

Lemma 6.1.[Lemma von Schur] Sei V eine endlich dimensionale einfacrstbl-
lung vong. Dann ist jeder Endomorphismus ¥ — V von Darstellungen gegeben
durch Multiplikation mit einem Skalat, also f(v) = Av fur alle ve V.



Beweis.Da V einfach ist, istv # 0. Dak algebraisch abgeschlossen ist, gibt es
zumindest einen Eigenwette k ein vonf. SeiV, der entsprechende Eigenraum.
Dann istV, c V eine Unterdarstellung voy, alsoV, = V. O

6.2. Halbeinfache Darstellungen. Seig eine Lie-Algebraiber einem Krperk.

Lemma6.2.Sind U, ..., U, Darstellungen von, so gibt es auf der direkten Sum-
me U := U; & --- & U, genau eine Struktur einer Darstellung vanso daf3 die
Projektionent: U — U; entlang obiger Zerlegung Homomorphismen von Darstel-
lungen sind.

Beweis Ubung. O

Definition 6.3. Eine Darstellungv von g hei3thalbeinfach falls V isomorph zu
einer direkten Summe von einfachen Darstellungen ist.

Theorem 6.4. Fur eine Darstellung V von sind gleichbedeutend:

(1) V ist halbeinfach.

(2) V ist die Summe einfacher Unterdarstellungen.

(3) Jede Unterdarstellung W& V besitzt ein Komplement, d.h. es existiert eine
UnterdarstellungUcV mitV=U & U".

Beweis(1) = (2) ist trivial. Wir zeigen, dal3 (3) aus (2) folgt. Sei dd2uc V eine
Unterdarstellung. S’ c U eine maximale Unterdarstellung mit der Eigenschaft
UnU’ =0.IstUsU’ # V, so gibt es nach (2) eine einfache Unterdarstellurgn

V, die nicht inU @ U’ enthalten ist. Aus der Einfachheit varfolgt LNnU e U’ = 0,
also ist die Summe volJ, U’ und L direkt im Widerspruch zur Maximaht von

u’.

Wir zeigen (3)= (1). Sei alsoV eine endlich dimensionale Darstellungy f
die (3) gilt. IstV = 0, so ist nichts zu zeigen. Ansonsten &fitlv eine einfache
DarstellungL c V. Seil’ eines ihrer Komplemente. Nun gilt (3) auch, wenn man
in der Aussagé®/ durchl’ ersetzt. Denn isty c L’ eine Unterdarstellung und ist
U’ ein Komplement inV, so ist das Bild vorJ’ unter der Projektion voWVv nach
L’ entlangL ein Komplement votJ in L’. Per Induktioniiber die Dimension einer
Darstellung folgt, dalk’ halbeinfach ist. Also isY halbeinfach. O

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist der Satz von Waybhdssen Beweis
wir einige Vorbereitungen brauchen. Hier ist Zghst einmal die Aussage:

6.3. Der Satz von Weyl.

Theorem 6.5(Satz von Weyl) Jede endlich dimensionale Darstellung einer kom-
plexen halbeinfachen Lie-Algebra ist halbeinfach.

6.4. Der Casimir-Operator. Seig eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra. Sei
X1,..., %, €ine Basis vory. Nach demquivalenten Charakterisierungen von Hal-
beinfachheit in Satz 5.1 ist die Killing-Formauf g nicht ausgeartet. Wirdnnen
also diedualeBasisx;, .. ., x; charakterisieren durch die Vorschrift

1, fallsi=j,
0, sonst.

k(X% Xj) = 6ij = {



Nun seiV eine Darstellung von. Wir definieren eine lineare Abbildur@: V —
V durch die Vorschrift

CW) = > %% (V)

furve V.

Ubung6.6. Man zeige, daf? die Abbildur@ nicht von der Wahl der Basis, . . ., %,
abhangt.

Lemma 6.7. C ist ein Homomorphismus von Darstellungen.
Bemerkund.8 Man nenniC denCasimir-Operator
BeweisSeiy € g und seiers;j, bj; € C gegeben durch
.Y = > ax,
[y, X1 = Z bij X .
Nun ist
aj = «([%, Y], X)) = k(%, [y, X;]) = bj.

Z X X'yV

2 X[X. YV + ) XyxXv
i—bimx]‘w IZ[m,yM*w D VXKV
:Z::—bijNX]fV+iZIj:ajxj>q*v+ycl(v)

y&:(v).

Weiter ist

C(yv)

O

Ubung6.9. Man zeige, daRifr g = sl(2, C) der Homomorphismu€ gegeben ist
durch die Operation von

1 1 1,

Zef + Zfe+ §h .
Auf der endlich dimensionalen Darstellub¢gn) muf3C durch einen Skalar operie-

ren nach dem Lemma von Schur. Man berechne diesen Skalar.

Ubung 6.10 Sei g eine (halb)einfache Lie-Algebra. Dann operiert der Casimir
Operator als die Identt auf der adjungierten Darstellung. (Anmerkung: Man be-
rechne die Spur des Casimir-Operators.)

6.5. Homomorphismen zwischen DarstellungenSind V und W Vektorraume
tber dem Krperk, so notieren wir Horg(V, W) fur den Raum dek-linearen Ab-
bildungen vorV nachW. Ist g einek-Lie-Algebra und sind/ undW Darstellungen
von g, so tiagt Hom(V, W) eine naiirliche Struktur als Darstellung vanmittels

(X.f)(v) = x.(f(v)) — f(x.v)
furxeg,veV, f e Hom(V,W).



Fur eine Darstelluny von g definieren wir

A {veV |xv=0flrallexe g},
gV = {xv]|xeg,veV}.

Dies sind dfenbar Unterdarstellungen véh

Wir schreiben Hor(V, W) fur den Raum der Homomorphismen von Darstellun-
gen vonV nachW. Offensichtlich ist

Hom,(V, W) = Hom(V, W)°.

Lemma 6.11. Sei V eine endlich dimensionale Darstellung einer kompldsedb-
einfachen Lie-Algebra. Dann ist

V =V gV.

Beweis.Wir konnen annehmen, daflunzerlegbar ist. Is¥ = V9, soistgV = 0
und unsere Behauptung folgt. Sei deshdlk: V°. Die Darstellung sei durch den
Homomorphismug: g — gl(V) gegeben. Dann igt(g) c gl(V) eine halbeinfache
Unter-Lie-Algebra ungb(g) # 0.

Nun betrachten wir die symmetrische Bilinearform

K:ip(@xplg — C
(xy) — Spurikoy)
(wir betrachten hiex undy als Endomorphismen vow). Wie im Fall der Killing-
Form zeigen wir, dal&’ eine invariante, symmetrische, nicht ausgeartete Bilinear
formist (ihr Radikal viare aufbsbar nach dem Cartan-Kriterium, gi@) halbeinfach
ist, ist das Radikal also Null).

Nun wahlen wir wie zuvor eine Basis} von p(g) und bilden die duale Basis
{x’'} bzgl.«". Dies liefert uns eine lineare Abbildung

C:V -V
Vs ) XX (),
und wie zuvor erkennen wir, ddB ein Homomorphismus von Darstellungen von
g ist. Es ist aber

SpurC = Z Spu x = Z 1 = dimc p(g).

Nun betrachten wir die Eigenwerte v@haufV. Jeder Hauptraum ist eine Un-
terdarstellung vor, daC ein Endomorphismus von Darstellungen ist. Wegen der
Unzerlegbarkeit voiv gibt es also nur einen Eigenwert. Wegen Spu dimc p(g)
kann dieser Eigenwert nicht Null sein. Also Stein Isomorphismus al, also
CV =V, alsoV =gV undV® = 0. O

Wir beweisen nun den Satz von Wey!l.

Beweis des Satzes von Weyki V eine endlich-dimensionale Darstellung der hal-
beinfachen komplexen Lie-Algebra Nach Satz 6.4 reicht es zu zeigen, dal3 jede
UnterdarstellundJ von V ein Komplement besitzt. Wir &hlen also eine solche
UnterdarstellundgJ und betrachten die Restriktionsabbildung

Hom-(V,U) - Hom(U, U).



Dies ist ein Homorphismus von Darstellungen. Wonken diese Darstellungen nun
nach Lemma 6.11 zerlegen:

Hom:(V, U) Hom(V, U)* & gHom:(V, U)
Hom-(U, U) Hom:(U, U)* ® gHom-(U, U).
Die Restriktionsabbildung ist kompatibel mit diesen Zeulegen, da sie ein Ho-

momorphismus von Darstellungen ist. Wir erhalten insbdeom eine surjektive
Abbildung

Hom(V, U)*—>»Hom(U, U)".

Nunistid, € HomU, U)?. Seif € Hom(V, U)® ein Urbild von id,. So ist dfenbar
V = U @ ker f eine direkte Summe von Darstellungen, was zu beweisen wam

7. DIE ABSTRAKTE JORDANZERLEGUNG

In Satz 4.7 haben wir die Jordanzerlegung Xs + X, eines Endomorphismus
x eines endlich dimensionalen Vektorraumgingetihrt. Im folgenden wollen wir
eine solche Zerlegungdif jedes Element einer halbeinfachen Lie-Algebrdefi-
nieren. Um Verwechslungen zu vermeiden, nennt man die dpediggung eines
Endomorphismus nach Satz 4.7 #ienkrete Jordanzerlegungnd die Zerlegung
eines Elements einer halbeinfachen Lie-Algebraathstrakte JordanzerlegunBas
Hauptergebnis dieses Abschnitts ist folgendes:

Theorem 7.1. Seig eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra.

(1) Fur jedes xe g gibt es eindeutig bestimmte Element@ &£ g mit den

Eigenschaften:

() x=s+n,

(b) [s,n] =0,

(c) ad@): g — g ist diagonalisierbar uncad(): g — g ist nilpotent.

(2) Ist ¢: ¢ — ¢ ein Homomorphismus von halbeinfachen komplexen Lie-
Algebren und ist = s+ n die Zerlegung aus (1), so i&{x) = ¢(s) + ¢(n)
die entsprechende Zerlegung we(x) in g'.

(3) IstV ein endlich dimensionaler Vektorraum und gl(V) eine halbeinfache
komplexe Unter-Lie-Algebra, so stimmen die abstraktealmdrlegung in
g und die konkrete JordanzerlegungiildV) fur jedes Element ausiiberein.

Beweis.Wir beginnen mit der Aussage zur Eindeutigkeit in (1). DemrrKeon
ad: g — gl(g) ist ein abelsches Ideal, also Null nach der Charakterisgehalbein-
facher Lie-Algebren in Satz 5.1, und damit ist ad injektmdunx = s+n = s+n’
zwei Zerlegungen wie in (1), so folgt as)(= ad(s’) und ad() = ad{’), alsos= s
undn=n'.

Wir zeigen nun die Existenz der Zerlegung in (1). Dazu besuizir folgendes
Lemma:

Lemma 7.2. Sei V ein endlich dimensionaler komplexer Vektorraumgirgl(V)
eine halbeinfache Unter-Lie-Algebra. Istexg’ und ist x= Xs + X, die konkrete
Jordanzerlegung igl(V), soist x € ¢ und ¥, € ¢'.

BeweisSeiX c gl(V) Unterraum aller Endomorphismgmnit den Eigenschaften:
1) y.g]lcy,



(2) IstW c V stabil unter der Operation vayi, so auch unter der Operation
vony und es gilt Spuy|w = 0.

Nun giltg’ c X (die Eigenschafiiber die Spurin (2) folgt aug = [¢’, ¢']). Nach (1)
ist X eine Unter-Lie-Algebra vopIl(V) undg’ c X st ein Ideal. Sei nug* c X der
Orthogonalraum vogn’ unter der Killing-Form au. Dann ist, wegen der Invarianz
der Killing-Form, g+ ein Ideal vonX. Dag’ c X ein Ideal ist, ist die EinscBnkung
der Killing-Form vonX aufg’ die Killing-Form aufg’. Wegen der Halbeinfachheit
von g’ ist die Killing-Form nicht ausgeartet ayfund wir folgern

g Nng* ={0}.

Dimensionsvergleich zeigf = ¢’ @ g*.

Wir behaupten nun* = 0, alsoX = ¢’. Zum Beweis vihlen wiry € g*. Sei
W c V stabil untery’. Nach Voraussetzung operigrauf W mit Spur Null. Wegen
[y,g’] = 0 (dag* c Xeinldealist), operieng sogar durch einegf-Endomorphismus
aufW. Ist W eine einfache Darstellung vay\, so operiery nach dem Lemma von
Schur durch einen Skalar, der aber Null sein muss nach den@ealy an die Spur.
Nun zer&llt V nach dem Satz von Weyl in die direkte Summe einfacher Déustel
gen vong'. Also isty = 0 und damitX = g¢'.

Seinunx € ¢’ = XundX = Xs + X, die konkrete Jordanzerlegungdft(V). Wir
wollen zeigen, dass aucfj ein Element inX ist, also die Eigenschaften (1) und (2)
obiger Definition hat. Nach (1) stabilisiert agi(den Teilraumg’ von gl(V). Nach
Lemma 4.9 ist ad() = ad(xs) + ad(x,) die Jordanzerlegung igi(g{(V)) und nach
Lemma 4.8 giltim adXs) c imad(x). Also folgern wir adgs)(¢’) € ¢’. Aus Lemma
4.8 folgt auch, dal? jedetstabile TeilraumW c V stabil unterxs ist. Da die Spur
von x auf W mit der Spur vorxs auf W tibereinstimmt, ist letztere also Null. Also
gilt Xs € X und damit auckx, € X. WegenX = ¢’ gilt alsoxs, X, € ¢’, was zu zeigen
war. |

Nun setzen wir den Beweis von Satz 7.1 fort und zeigen inslieserdie Exi-
stenz der abstrakten Jordanzerlegung. Seiats@. Nun ist ad§) c gl(g) eine hal-
beinfache Unter-Lie-Algebra. Nach obigem Lemma ist alsedaoad(X), € ad().
Nun konnen wir also Urbilders und n ausg von ad)s und ad§), wahlen. Die
Bedingungen ais undn folgen nun aus den analogen Eigenschaften der konkreten
Jordanzerlegung mittels der Injekt&itvon ad. Damit haben wir Teil (1) von Satz
7.1 gezeigt.

Sei nunp: g — gl(V) eine Darstellung unk = s+ n die Zerlegung nach
(1) vonx € g. Wir behaupten, da(x) = p(s) + p(n) die konkrete Jordanzerle-
gung vonp(x) in gl(V) ist. Dap ein Homomorphismus von Lie-Algebren ist gilt
poadX) = adfp(x)) fur alle x € g, d.h. daf3 folgendes Diagramm kommutiert:

o)
g —= p(9)
ad(X)l la%)(p(x»

P
g — p(a).
Es bleibt kommutativ, wenn witliir die beiden vertikalen Abbildungen den halbein-
fachen Teil im Sinne der konkreten Jordanzerlegung nehmen:



o)
g ——p(a)
adx)s laqo(g) (0(¥)s

9 —"> p(g).
Nach Definition der abstrakten Jordanzerlegung ist dieslwdetikale Abbildung
aber ad§). AuRerdem kommutiert das erste Diagramm auch, wenmwlurch s
ersetzen. Da: g — p(g) surjektiv ist, erhalten wir

ady) (0(9)) = (@dme(¥)s
AuRerdem gilt (agl)(0(X))s = adyg(p(X)s) und wir erhalten

ad,)(0(9)) = ad,q(p(X)s).

Da ag,: p(s) — al(p(a)) injektiv ist, folgt p(s) = p(x)s. Damit haben wir insbe-
sondere (3) gezeigt.

Ist nun¢: g — ¢ ein Homomorphismus von halbeinfachen Lie-Algebren, so
ist ado ¢: g — gl(g’) eine Darstellung. Sex € g und X = s+ n seine abstrakte
Jordanzerlegung. Nach dem eben Bewiesenen igt(@d(= ad@(s)) + ad@(n))
die konkrete Jordanzerlegung @i(g"), also ist¢(X) = #(S) + ¢(n) die konkrete
Jordanzerlegung igf. Damit haben wir (2) gezeigt. O

8. Die WURZELRAUMZERLEGUNG

Definition 8.1. Sei g eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra. Eine Unter-Lie-
Algebrab c g heil3tCartansche Unteralgebrdalls sie maximal (bzgl. der Inklusi-
on) unter allen Unter-Lie-Algebredi ist, fur die gilt: i’ ist abelsch und besteht aus
halbeinfachen Elementen vgn

Ist V ein komplexer Vektorraum und* = Hom(V, C) sein Dualraum, so schrei-
ben wir im folgender4, vy = A(v) fur die natirliche Paaruny* x V — C.

Definition 8.2. Seig eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra und g eine Car-
tansche UnteralgebraliFe € h* definieren wir den simultanen Eigenraum der
adjungierten Operation vdnzum Eigenwertr als

go = {Xeb|[h X =a(h)xflralleh e p}.
Eina # 0 mitg, # 0 nennen wir ein&Vurzel vony bzgl.h. Die Menge aller Wurzeln

R=R(g,h) = {a €b* \ {0} | g, # O}
hei3t dasVurzelsysternaon g bzgl. p.

Ersetzen wir in obiger Konstruktion die adjungierte Ddistey durch eine be-
liebige, endlich dimensionale Darstellung, so erhaltenf@lgende Verallgemeine-
rung: IstV eine endlich dimensionale Darstellung vemnd isth c g eine Cart-
ansche Unteralgebra, so operiggufV durch diagonalisierbare Endomorphismen
nach Satz 7.1. Je zwei dieser Endomorphismen kommutiereerhalten also eine
simultane Eigenraumzerlegung



wobei
V,={veV|hv=a(hyvfuralleh e p}.

Definition 8.3. Ein 4 € b* mit V, # 0 hei3tGewichtvon V und V, heil3t dann
Gewichtsraunzum Gewichtd.

Lemma 8.4. Es giltg = g0 ® P, %e-

Beweis.Nach Definition einer Cartanschen Unteralgebra ist jedes) awlif h € §
ein diagonalisierbarer Operator ayfund adf) und adfr) kommutierenir h, b’
h. Nun ist eine beliebige Menge von kommutierenden diageigabaren linearen
Abbildungen simultan diagonalisierbar. Dies liefert diesdage des Lemmas. O

Lemma8.5. (1) Fura,B € bh* gilt

[30- 98] C Gaup-
(2) Ista # -, soist
«(8a>95) = 0.
(3) Die Bilinearform
Klgo: 80X g0 — C
ist nicht-ausgeartet. Ebenso 8} «, ., = 9, X 9- — C nicht ausgeartet fur
a € R.

Beweis.Teil (1) folgt direkt aus der Definition der Wurzénme und der Jacobi-
Identitat. Iste + 8 # 0 undx € g,, Y € g5, SO ist adK)ad(y) nilpotent nach (1), also
k(X,y) = Spur(adk) oadfy)) = 0, also (2). Ware nun die Einscinkung vork auf gg
ausgeartet, soavex ausgeartet nach Teil (2) und dem Lemma 8.4, im Widerspruch
zur Halbeinfachheit voig und Satz 4.8. Ebenso folgt die zweite Aussage von Teil
(3). O

Satz 8.6.Seig eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra und g eine Cartansche
Unteralgebra. So is§g = b.

Beweis.Es isth c go, dal abelsch ist. Sex € go. Dann ist also ad{)(h) = 0. Sei

X = S+ ndie abstrakte Jordanzerlegung wom g. Dann ist adf) = ad(s) + ad(n)

die konkrete Jordanzerlegung und nach Lemma 4.8 ig@dc ad(x)(h) = 0 und
damit auch ad{)(h) = 0. Damit liegensundn in go. Nun isth + Cs eine abelsche
Unter-Lie-Algebra vorny und besteht aus halbeinfachen Elementen, da die Summe
von kommutierenden halbeinfachen Elementen wieder heloeh ist. Wegen der
Maximalitat vonp ist alsos € b.

Nun ist adk) = ad(): go — go, da ja ad§)(g0) = 0 wegens € . Also ist jedes
Element ingy ad-nilpotent, und nach dem Satz von Engebistine nilpotente Lie-
Algebra, insbesondere also dsbar.

Nach Satz 3.13 finden wir eine Basis venbzgl. derer jeder Endomorphismus
ad(x): ¢ — g mit X € gg obere Dreiecksform hat. Nun ist ajl(sogar nilpotent auf
g, also wird adf)) durch eine echte obere Dreiecksmatrix gegeben. Damit gilt

k(n, go) = O.
Nun istn € go. Aus Lemma 8.5 erhalten wir = 0. Damit ist alsax = se b. O



Lemma 8.7. Seia € R. Dann gilt

(1) [84,9-o] € g0 = b ist ein eindimensionaler Unterraum.
(2) Die Einschrankung voa auf[g,, g_.] ist nicht Null.

BeweisSeix € g,,Y € g_, undh € ). Wegen der Invarianz der Killing-Form ist

«(h.[x,y]) = «([h. X, y) = a(h)x(x.y).

Ist nun [, g_,]*- das orthogonale Komplement van[g_,] in go bzgl.«, so gilt also
kera c [g.,6-.]", also ist die Kodimension vorny[, g_.,]* in § hochstens eins. Da

k aufh nicht ausgeartet ist (hach Lemma 8.5 und Satz 8.6), folgtdimg_.] < 1.
Nun ist aber auch: g, X g_, — C nicht ausgeartet nach Lemma 8.5, es gibt also
X € 4, Y € 9o Mit k(X,y) # 0. Wahlen wir nunh € h mit a(h) # 0, so gilt nach
obiger Formel

k(h,[xy]) #0,
also insbesondere|y] # 0. Wir schliessen dig{g,,g9-.] = 1.

Wir mussen noch zeigen, daf§[g.,9-.]) # 0. Dazu vahlen wirx € g,,y €
g, Mt h := [xy] # 0. Ware nuna(h) = 0, so wirdenh, x,y eine nilpoten-
te, also autisbare Lie-Algebra aufspannen. In einer geeigneten Bagig w@ren
ad(x), ady) und adb) also gegeben durch obere Dreiecksmatrizen. Wagefx, y]
ware adf)) sogar gegeben durch eine echte obere Dreiecksmatrix. (b alder
diagonalisierbar ist (nach Definition einer Cartanscheretagebra), &nnten wir
ad(h) = 0, alsoh = 0 (wegen der Halbeinfachheit v@) folgern im Widerspruch
zu unserer Annahme. O

Definition 8.8. Nach dem Lemma 8.7 gibt eérfjede Wurzek ein eindeutig be-
stimmtes Element" € ) mit den Eigenschaften

(1) @ € [ga 8-al,
(2) (a,a") = 2.

Wir nennene” die Kowurzelzu a.

Satz 8.9.Seig eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra und g eine Cartansche
Unteralgebra. Sew € R.

(1) Es gibt einen Homomorphismuys isl(2, C) — g von Lie-Algebren mit den
Eigenschaften

Ce— 8y Ch—[84 0.4, Cf— g,

Insbesondere sind die Wurzelraumeeindimensional.
(2) EsistCa NR = {a, —a}.

Beweis.Es gibtx € g,, y € g_, mit ¥ = [Xx,y]. Dann spannerx,a",y eine zu
sl(2, C) isomorphe Unter-Lie-Algebrg® auf.

Unter der adjungierten Operation v@fi ist g eine endlich dimensionale, also
nach dem Satz von Weyl halbeinfache Darstellung. Darin ist

Ca' ® @ Ota
teC,t+0



eine Unterdarstellung und wir finden eine UnterdarstelMmnygit

Ca' ® @ Ge = VO a°.

teC,t+0

Der Gewichtsraum bzgk"” zum Gewicht Null auf der linken Seite ist gerade
Ca” undCa" ist ganz ing® enthalten. Nach der Klassifikation der einfachen Dar-
stellungen vorsl(2, C) folgt ausV # 0, dald ein Gewichtsraum zum Gewicht 1 bzgl.
a" in V enthalten sein muf3. Wegém, o"') = 2 mul3a/2 ebenfalls eine Wurzel von
g sein.

Nun wahlen wir abekr so, daf¥r/2 keine Wurzel ist (das ist immerdglich, da
es ja nur endlich viele Wurzeln gibt). Dann idly diesesy, obigesV der Nullraum
und wir folgern (1) und (2)idr solchex. Insbesondere isti2keine Wurzel! Daraus
folgern wir, dal3 @ir jede Wurzelr das Elemen&/2 keine Wurzel ist, und wir haben
(1) und (2) allgemein gezeigt. O

Satz 8.10. (1) Fura,B e Rgilt{a,B") € Zundp - (a,B")a € R.
(2) Die Menge R erzeugt den Vektorragm

Beweis Aussage (1) stimmt sicherliclif 8 = +a. Sei also nu # +a. So ist

X = EB 3p+ta

eine g*-Unterdarstellung ig. Nun sind alle Gewicht&ume ldchstens eindimen-
sional nach Satz 8.9, und’ operiert aufys., durch Multiplikation mit dem Skalar
B+ ta,a’) = (B,a’) + 2t. Nach der Klassifikation der einfachen Darstellungen
von sl(2, C) kommen nur ganzzahlige Gewichte vor, also{iiz") € Z (man set-
zet = 0 ein und beachte, dgRtatsachlich ein Gewicht ist). AuRerdem kommt
mit jedem Gewicht auch sein negatives vor. Mit dem Eigenrgumuf3 also auch

B — (B, a")a vorkommen, da

<ﬂ9 a/V> = _<ﬁ - <ﬂ’ Q,V>a/’ a,\/>.

Aussage (2) ishquivalent zur Aussage, dafi.rker(@) = 0. Ist aberh € § im
Schnitt enthalten, so operidrtdurch Null aufg, ist also Null, dag halbeinfach ist.
O

Satz 8.11.Sinda, B unda + Bin R, so ist
[8a> 98] = Gasp-

BeweisUnsere Voraussetzungen impliziegge +a. Wir betrachten wieder

X:= @ Op+ta

tez

als Darstellung von®. Jeder Eigenraum van” ist hier eindimensional, und wegen
(a, @) = 2 hat jeder Eigenwert die gleiche PatitNach der Klassifikation der end-
lich dimensionalen Darstellungen vei2, C) ist X also eine einfache Darstellung.
Damit folgt die Aussage des Satzes aus der expliziten Bebecimg der Struktur
der einfachen Darstellungen vei{2, C) in Abschnitt 2.3. O



9. WURZELSYSTEME
Seik ein Korper der Charakteristik 0.

9.1. Spiegelungen.SeiV ein endlich dimensionalde+Vektorraum. Ists: V — V
eine lineare Abbildung, so schreiben Wif fiir den Raum des-Invarianten, also

Ve={veV]|gV)=v.

Definition 9.1. Eine lineare Abbildung: V — V heiRtSpiegelungfalls & = idy
und dimV® = dimV — 1. Die Hypereben¥®*® heil3t danrSpiegelebenbzgl. s.

Beispiel9.2 Seia € V*\ {0} undv € V ein Vektor mita(v) = 2. Dann ist die
Abbildungs,y: V — V, X — X—{a, X)v eine Spiegelung alf mit Spiegelebene
{xeV|{a,x)=0}.

9.2. Wurzelsysteme.

Definition 9.3. Eine TeilmengeR c V heil3tWurzelsystentfalls folgende Eigen-
schaften eidllt sind:

(1) Rist endlich, enthlt nicht die Null und erzeugy.

(2) Fira € Rqilt: 1/2a ¢ R.

(3) Zu jedemur € Rexistiert eine” € V* mita”(R) c Z und{(a, @) = 2, und so
daR die Spiegelung,,v: V — V, v v - (a',v)a die MengeR invariant
laRt.

Lemma 9.4. Seig eine halbeinfache komplexe Lie-Algebbac g eine Cartan-
sche Unteralgebra. Dann ist(R)) c h* ein Wurzelsystem im Sinne der obigen
Definition.

BeweisEs ist klar, dalR(g, h) endlich ist und nicht die Null en#it. Dal3R(g, h) den
Vektorraumb* erzeugt ist eine der Aussagen von Satz 8.10. Das Eleatent}
ist natirlich die Kowurzel zua, die wir in 8.8 definiert hatten. Satz 8.10 zeigt,
dal3R(g, b) stabil ist unter der Spiegelursy . Die restlichen Eigenschaften eines
Wurzelsystems haben wir in dei@3en 8.9 und 8.10 geijit. O

Von nun an seR c V ein Wurzelsystem. S&Vy; = QR der vonR erzeugte
Q-Unterraum inV. SeiG c GL(Vgy) die Menge aller Automorphismen, die das
WurzelsystenR in sichuberfihren. DaR eine endlicheY erzeugende Menge ist,
ist G eine endliche Gruppe. Nach der Definition eines Wurzelgystentlalt G alle
Spiegelungers, .- fira e R
Lemma 9.5. Es gibt auf \4 ein G-invariantes Skalarprodukt, also eine Bilinearform
(-,-): Vg x Vg — Q mit den Eigenschaften

(1) Fur alle ve Vg ist(v,v) > 0und(v,Vv) = Oimpliziert v= 0 ((:, -) ist positiv
definit).

(2) Fur alle v, w € Vg gilt (v, w) = (w, V) ((-, -) ist symmetrisch

(3) Furalle ge G und yw € Vg gilt (gv, gw) = (v, w) ((, -) ist invarian).

BeweisSei (, -)’ irgendein Skalarprodukt adf;, also eine symmetrische und positiv-
definite Bilinearform. Wir definieren

(v,w) := Z(gv, gw)’.

geG



Dies ist dfenbar eine positiv-definite und symmetrische undzlghG-invariante
Bilinearform. o Von nun an fixieren wir eine solche Form-{.

Lemma 9.6. Seia € R. Dann gilt:

(1) Das Elementr” ist durch die Eigenschaft (2) in der Definition eines Wur-
zelsystems eindeutig bestimmt.

(2) IstB € R, so gilt

(B, @)

(@, @)

Beweis.Wir betrachten die Spiegelurg= s,,v und ihre Fixpunktmeng¥'*. Sei
v € V5. Dann gilt

B,a'y=2

(V, @) = (Su0v(V), @) = (V, Sp0v (@) = —(V, @),
also {, @) = 0. Wir erhalten
V? = (ka)*,
da beide Rume von Kodimension 1 sind.

Dies definiertz¥ eindeutig als dasjenige Element\'!@ c V*, das die zur ortho-
gonale Ebene beschreibt und die Eigenscqaait’) = 2 hat. Diese Eigenschaft hat
aber auch die Linearform
(v, @)

(o, @)

und wir erhalten (2). O

Vis 2

Insbesonderedngt die Spiegelung, v nur vona ab, wir schreiben deshalb im
Folgenders, statts, .. Wir nenneny” die a entsprechend€owurzelund definie-
ren

R :={a" |a€eR}.
Ubung9.7. R’ c Rist ein Wurzelsystem und es gitt()" = a.
Lemma 9.8. Fir a € R gilt

ke "R = {a, —a}.

BeweisWegens,(R) c Runds, (@) = —a ist{a, —a} C ka. Ist nunZa € Rflr ein
, €k, soist¢a)” = £Y(a") nach Lemma 9.6. Nach Definition eines Wurzelsystems
ist
() ay=2""eZ
und
(@', la) =2/ €.

Daraus schliessen wif € {+1,+2,+3}. Den Fall{ = +1 schlieRt die Definition
eines Wurzelsystems aus. Der Ralk +2 ist dann ebenfalls ausgeschlossen und
wir erhalten = +1, was zu beweisen war. O



9.3. Paare von Wurzeln.

Lemma 9.9. Seiena,8 € R unda # +B8. Nachdem wir evtle und 8 vertauscht
haben, konnen wika,8")| < [KB,a")| annehmen. Fur das Padka,B"),(B,a"))
gibt es dann (hochstens) folgende Moglichkeiten:

(,p)|0 1 -1 1 -1 1 -1
B,a"y|0 1 -1 2 -2 3 -3

BeweisEs ist

; w4 (@p)?
0<(@pb.a) = 40505

Ist nun{a,B") = 0, soist ¢, 8) = (B, @) = 0 und damit auckiB, a") = 0.
Ist eine der beiden Zahlen nicht Null, so hallefns”) oder(s,a") das gleiche
Vorzeichen. Wir nehmen nun an, da3 8¥) > 0.

Nunist{(a, B8Y){B,a") eine ganze Zahl. Dann my&, B8") gleich 1 sein undg, o)
ist entweder 1, 2 oder 3. O

< 4.

Lemma 9.10. Seiene,B € R, a # £B. Ist (o, B) > 0, so ista — 8 eine Wurzel. Ist
(a,B) <0, soista + B eine Wurzel.

Beweis.Wir mussen nur die erste der beiden Aussagen beweisen, die Zolgite
aus der ersten indem widurch—g ersetzen. Ausa, 8) > 0 folgt (a,8") > 0. Ist
(a,B) =1,s0ists() = a—pB € R Ist(a,B) # 1, s0isKB,a”) = 1 nach der Tabelle
in Lemma 9.9, und dam@@ — @ € R, also auchr — B € R. O

9.4. Basen, positive Wurzeln und Weylkammern.

Definition 9.11. Eine Teilmengdl c R heil3tBasisdes Wurzelsystems, falls fol-
gende Bedingungen éitft sind:

(1) ITist eine Basis Vo,
(2) IstB € RundpB = 3,1 ., SO gilt entweden, € Z.q fur alle o oder
n, € Zo fur allea.

Elemente einer fest géhlten Basis nennen wainfache Wurzeln

Lemma 9.12. Seill c R eine Basis un@ € RN Z.cI1. Dann lalt sich3 schreiben
als Summe einfacher Wurzeph= a; + - - - + ay, derart, dald fur alle i= 1,...,n,
ay + - - - + @ eine Wurzel ist.

BeweisWir konnens ¢ IT annehmen. D&l eine Basis vorV ist undg € Z.o mul3
es eina € IT geben mit &, 8) > 0. Dann isi{B — @ nach 9.10 eine Wurzel. Wir setzen
an = a und fahren fort (per Induktion) mit der Wurzek « € Z.I1. O

Lemma 9.13. Seill c R eine Basis und seienpg € I1, a # 8. Dann gilt(a,8) < 0.

Beweis.Im Fall (a,8) > 0 besagt Lemma 9.10, daR— 8 eine Wurzel ist, im
Widerspruch zur Definition einer Basis. |

Definition 9.14. Eine TeilmengeR* c R heil3t einSystem positiver Wurzelfalls
folgende Bedingungen et sind:



(1) EsistR* N —-R* = 0 undR = R* U (-R").
(2) Sinday,...,an e Rtund giltay + -+ - + an, € R, soista; + - - - + a, € R*.

Wir definieren
H :=={ve Vg |{(v,a") > 0}
undH; = -H_.

Definition 9.15. Die Zusammenhangskomponenten ¥ (,.r H. heillenweyl-
kammern

Satz 9.16.Es gibt eine Bijektionen

Weylkammer Systeme Basen
in Vg © ¢ positiver Wurzely < { von R}
bzgl. R inR

Beweislst C c Vg eine Weylkammer, so definieren wir
R'(C):={BeR|(B,y) >0furalley € C},

a lalkt sich nicht schreiben
als Summe von mindestens zwei
Elementen auR*

[(C) := {a/ e R*(C)

Wir zeigen nun, dalR*(C) ein System positiver Wurzeln ist. In der Definition
von R*(C) gerigt es dfenbar, die Bedingung3(y) > O fur ein einzigesy € C
zu piufen. Daraus erkennen wir, dalirflede Wurzels € R entweders € R*(C)
oder—B € R*(C) gilt. Die zweite Bedingung an ein System positiver Wurzein i
ebenfalls leicht zu beweisen, damit ist aBYC) ein System positiver Wurzeln.

Nun zeigen wir, daBI(C) eine Basis vomRist. Sinda, 8 € I1(C) unda # 8, so ist
(a,B) < 0, denn sonst @re nach Lemma 9.10- 8 eine Wurzel, alsa -8 € R*(C)
oderB — @ € R*(C). Im ersten Fall irea = (@ — B) + B eine Summe von zwei
Elementen irR*(C), im zweiten Fall glte das fir 3. Beides steht im Widerspruch
zu unseren Definitionen, also gilt,(8) < O fur allea, 8 € I1(C), @ # B.

Weiter istII(C) eine linear unakdngige Menge. Denn sirk], € Q gegebeniir
a € TI(C) mit X k,a = 0, so lonnen wir alle negativek, auf die rechte Seite
bringen und erhalten eine Gleichung

San-hs

mit nicht negativen Koftizientena, undby,. Au3erdem sind die Mengea | a, # 0}
und{g | bs # 0} disjunkt. Seie := } a,a. Dann ist (wegend, 8) < O fura # 8 und
Ay, b,B > O)

(e,€) <0,

alsoe = 0. Hir einy € C gilt nun (y, @) > O fur allea € R*(C). Aus (y, €) = 0 folgt
S, = O fur alle@. Damit istII(C) also eine linear unal@imgige Menge.

Nun ist jedes Element al® (C) Summe von Elementen ali§C). Dies zeigen
wir durch Widerspruch. Wir fixierem € C und wahleng € R*(C) so, daf@ nicht die
Summe von Elementen alifC) ist und zudemy, 8) minimal ist unter allen Zahlen
(v,B), wobeip’ nicht die Summe von Elementen allsst. Dann ist ein solche$
Summe von Elementen a&s(C), die, wegen der Minimalitt, selbst Summen von
Elementen auBI(C) sind. Also ist3 doch die Summe von Elementen dli&C).



Folglich ist TI(C) auch ein Erzeugendensystem Vgp. Das Axiom (2) einer
Basis ist leicht zu pifen. Also istlI(C) eine Basis.

Sei nunll c R eine Basis. Wir definieren
R"(IT) := {a € R| @ € ZsoI1}.

Es ist dfensichtlich, dalR*(IT) ein System positiver Wurzeln ist.
Nun betrachten wir die Menge

CI) :={y e Vg | (y,a) > O fur allea € IT}.

C(IT) ist nicht leer, enthlt beispielsweise das Elemerjar*, wobei{a*} die bzgl.
(-,-) duale Basis voil ist. Weil R*(IT) ein System positiver Wurzeln ist, i€(IT) c
Vg \peo« Ho. DaC(I1) zusammentingend ist, is€(I1) also eine Weylkammer. Man
erkennt ohne Probleme, dal? die Abbildun@ier> C(IT) undC ~ II(C) zueinander
invers sind.

Lemma 9.17.Fur a € [1 gilt s, (R (IT) \ {a}) = R (1) \ {a})

BeweisSeip € R"(I1) \ {a}. Schreiben wip als Summe einfacher Wurzeln, so gibt
es mindestens einen Summandeémit o’ # a. Nun ists,(8) = B — ka fur ein

k € Z. Schreiben wirs,(8) als Linearkombination einfacher Wurzeln, so komrnt
also mit positivem Koffizienten vor. Nach Definition einer Basis &{(3) € R*(I1),
und natirlich ists,(8) # a, was zu zeigen war. O

Sei nunR* c R ein System positiver Wurzeln. Wiréahlen eine Basi$l von R,
so dal3 die MengR*(IT) N R* maximal ist. IstR*(IT) # R*, so gibt es eir € I1 mit
a ¢ R*. Dann ist aber

R"NR(s,(I)) = R" N s,(R°(I1))
=R"n(R°(I) \ {a} U {-a})
groRBer alsR" N R*(I1), was unserer Wahl voH widerspricht. Also isR*(IT) = R*

und die Abbildungedl — R*(IT), R — II(R") sind zueinander inverse Abbildun-
gen. O

9.5. Die Weylgruppe.

Definition 9.18. Die von den Spiegelunges, fir @ € R erzeugte Untergruppe
W c GL(V) heil3t diewWeylgrupperon R.

Da ‘W das Wurzelsystem in sichberfuhrt, gilt W c G. Insbesondere isW
endlich und unsere Bilinearform () ist ‘W-invariant.

Satz 9.19.Seill c R eine Basis.

(1) Die Spiegelungen,anita € I1 erzeugen die Weylgruppd’.

(2) Die Weylgruppe operiert einfach transitiv auf der Menge Basen von R,
d.h. jede Basid1’ von R ist von der Formil’ = w(IT) fur ein eindeutig
bestimmtes Elementa W .

Definition 9.20. SeiC eine Weylkammer. Eine Spiegelebdnghei3tWandvonC,
falls die MengeC N H,, die EbeneH,, erzeugt.



SeiR" das zull gelbrende System positiver Wurzeln u@ddie entsprechende
Weylkammer. Wir definieren

Lemma 9.21. Fur a € 1 gilt s,(R* \ {a}) = R* \ {a}) und s,(0) = p — a.

Beweis.Sei € R \ {a}. Schreiben wiB als Summe einfacher Wurzeln, so gibt
es mindestens einen Summandémit o’ # a. Nun ists,(8) = B — ka fur ein

k € Z. Schreiben wirs, (8) als Linearkombination einfacher Wurzeln, so komrht
also mit positivem Ko#fizienten vor. Nach Definition einer Basis sf(3) € R,
und natirlich ists,(B) # a, was zu zeigen war.

Die zweite Aussage folgt aus der ersten, denn es ist

(22

a’eR* a’eRY\

:s,[ 5 afJ_a

@’ eR\{a}

:[ oy af] C

a’eRT\

Sei nun'W’ c W die von ders,, a € I1 erzeugte Untergruppe.

Lemma 9.22.“W” operiert transitiv auf der Menge der Weylkammer, d.h. istiGe
weitere Weylkammer so gibt es eirevitd”” mit WM(C) = C’.

Beweis.Seiy’ € C’ und seiw € ‘W’ so gevahlt, dal? W(y’), o) maximal ist. Dann
ist

W), p) 2 (S:W(Y), p) = W(Y), Su(p)) = (W(Y), p — @),
also ist ((y’),a) > O fur allea € II. Day’ im Innern vonC’ liegt gilt sogar
(W(y"), @) > 0. Damit liegtw(y’) in C und daraus folgi(C’) = C. O

Nach Satz 9.16 operiefy” auch transitiv auf der Menge der Basen und der
Menge der Systeme positiver Wurzeln.

Lemma 9.23. Jede Wurzel gehort zu mindestens einer Basis.

BeweisSeia € Rund selC eine Weylkammer mit WanH,,. Seienll undR* dieC
entsprechende Basis und das System positiver Wurzeln. \Wauptéernr € I1. Um
das zu zeigen @&hlen wir zue > 0 einy € C mit (y,a) = ¢, aber §,a’) > e fur
allea’ € R" \ {a} (solch einy existiert sicherlich). Dann kann sichaber nicht als
Summe von mindestens zwei positiven Wurzeln schreibepmass O

Lemma 9.24.Es gilt'W = W'.

BeweisW’ operiert transitiv auf der Menge der Basen, und jede Wurzageu
mindestens einer Basis. Zu jeder Wurgeibt es also einw € ‘W’ mitw(g) = a €
I1. Dann ists; = ws,w* (Ubung). Alsos; € ‘W, alsoW’ = W. O



Lemma 9.25.Sei | > 1 und ay,...,a € II nicht notwendigerweise paarweise
verschiedene einfache Wurzeln. Seign.s, 5 die entsprechenden einfachen Spie-
gelungen. Ist & - - s,_1(an) Negativ, so gibtest mit <t < | mit

S1° S =SS 19+1° §-1-
Insbesondere: Ist w s, - - - 5 eine Darstellung von v& ‘W als Produkt einfacher
Spiegelungen mit minimalem |, so istay) € R™.

Beweis Wir definierens; := S;1---S_1() fur0<i <1 -1 undB_; = ;. Wegen
Bo € R undp,_; € R* gibt es ein kleinstes > 0 mit 8, € R". Dann gilts(8;) € R
und damits; = ay, also
S+1 S-1(@) = ar,
alsos = S.1---5-15(S+1- - - S-1) " und damit
S S§-1S S S = S SoaSr S1S(Sen - Si) (S S0
=8 S-15+1° " S-1.

Lemma 9.26. Ist W(IT) = I1, so ist w= e.

BeweislIstw # e, so kannw geschrieben werden als Produkt einfacher Spiegelun-
gen. Wir wahlen eine Darstellung = s,, o - - o 5,, mit minimaleml. Nach Vor-
aussetzung idt> 1 Nach Lemma 9.25 giliv(a;) € R". Dies ist ein Widerspruch!

m|

Beweis von Satz 9.1%ussage (1) ist Lemma 9.24. Aussage (2) folgt aus den Lem-
mata 9.22 und 9.26. O

9.6. Die Cartan-Matrix. SeiR c V ein Wurzelsystem unfl c R eine Basis.
Definition 9.27. Die Matrix

C=CRI)= (<a”IBV>)a,ﬁEH
heil3t dieCartan-Matrixzu (R, IT).

Da je zwei Basen unter der Weylgruppe konjugiert sirédhdt die Cartan-Matrix
nicht von der Wahl der Basis ab.

Die Eintrage der Cartan-Matrix sind ganze Zahlen, jeder Eintrag aubDike-
gonalen ist 2, jeder Eintrag aufRerhalb der Diagonalen @$tt igositiv, es gilt 0<
(a,B")Ba") < 3fallsa # .

Satz 9.28.Die Abbildung, die einem Wurzelsystem in einem rationaéktovraum
seine Cartan-Matrix zuordnet, ist injektiv.

BeweisUbung. Hier ist eine Anleitung: Sin c Vg undR' ¢V, Wurzelsysteme
mit derselben Cartan-Matrix, so betrachte man den durcldeietifikation der ein-
fachen Wurzeln entstehenden IsomorphismusvischenVg und V(. Man zeige,
dal3 dieser Isomorphismus végtich ist mit den Operationen der einfachen Spie-
gelungen. Daraus leite man einen Isomorphismus der eotsggmden Weylgruppen
ab. Nun benutze man, daf3 jede Wurzel unter der Weylgrupgeadsent ist zu einer
einfachen Wurzel, um(R) = R zu zeigen. O



9.7. Das Dynkin-Diagramm. Die gleiche Information wie die Cartan-Matrix hat
auch das Dynkin-Diagramm. Es wird wie folgt konstruierte®cken entsprechen
den einfachen Wurzeln, die Ecken @wnd g werden durch einefw, 8Y )8, a")-
fachen Strich verbunden, falis # g, (ein nullfacher Strich ist eben kein Strich).
Doppelte und dreifache Striche zwischeandg werden mit einem Pfeil versehen,
der in Richtungr zeigt, falls(e,8") = —-1.

9.8. Irreduzible Wurzelsysteme. SindR; ¢ V; undR; c V, Wurzelsysteme. So
istauchR; ® R, := Ry X {0} U {0} X R, ¢ V; & V, ein Wurzelsystem.

Ein Wurzelsystem heiliinzerlegbaysfalls es nicht isomorph ist zu einer direkten
Summe zweier Wurzelsysteme.

Lemma 9.29. Sei Rc V ein Wurzelsystem. So gibt es genau eine disjunkte Zer-
legung R= R, U --- U R,, so dal3 jedes ;Rm von R erzeugten Teilraum\&in
Wurzelsystem ist, und es gilt=RR; @ - - - ® R,.

Beweis.Sei~ die vona ~ g, falls (e, ") # 0 aufR erzeugte&quivalenzrelation,
undR = RU- - -UR, die Zerlegung irAquivalenzklassen. Man erkennt ohné@ere
Probleme, dal®, im von R, erzeugten Vektorraund;, ein Wurzelsystem ist.

Flr jedesi ist die Summe deY; mit j # i genau der Raum aller Vektoremmit
(v,a") = O fur allea € R.. Per Induktion erhalten wir, daf3 die Summe Wedirekt
ist. Offenbar ist dies die Zerlegung, die wir suchten. |

9.9. Klassifikation von Wurzelsystemen.

Satz 9.30.Die irreduziblen Wurzelsysteme entsprechen genau denibih&grammen
der folgenden Liste:

Ay O——O0——O0—eee—0—20

Bn o—0—0—e¢ee—0>D

Ch 0—O0—0—eee ——=D

Dn @, O— eee




Es o© O
E; o O
0
Es © o)
F, o—C—>—=——o0
G, ==

Beweis.Der Beweis ist aufwendig und besteht zund@ten Teil darin, Unterdia-
gramme bestimmter Formen auszuschliessen. Wir lassemnshura verweisen auf
das Buch von Humphreys. O

10. Zur KLASSIFIKATION VON HALBEINFACHEN KOMPLEXEN LIE-ALGEBREN

Zur Erinnerung: Jede halbeinfache komplexe Lie-Algebrdies direkte Summe
von einfachen Lie-Algebren nach Satz 5.1.

Lemma 10.1.Ist g eine einfache komplexe Lie-Algebra und g eine Cartansche
Unteralgebra, so ist das entsprechende Wurzelsysigny)Rrreduzibel.

Beweislst R nicht irreduzibel, so gibt es eine ZerleguRg= R; & R, mit Wurzel-
systemerR; undR;. Seig’ c g die Unter-Lie-Algebra, die von alle), mita € Ry
erzeugt wird.

Fur allea € Ry undg € R, gilt [gg,9,] = 0, daa + g keine Wurzel ist. Daraus
folgt, daf3y’ c g ein Ideal ist (man benutze die Jacobi-Idéiiti Dags ¢ o’ fur alle
B € Ry ist g’ sogar ein echtes Ideal im Widerspruch zur Einfachheitgon O

Proposition 10.2. Seig eine halbeinfache Lie-Algebrg,c g eine Cartansche Un-
teralgebra und R= R(g, h) das entsprechende Wurzelsystem.IBei R eine Basis
von R. Dann wirdy als Lie-Algebra erzeugt von den Unterraumgnund g_, mit
a €11



BeweisSeig’ c g die von den Unte&umeny, undg_, mit a € IT erzeugte Unteral-
gebra. Nach Lemma 8.4 und Satz 8.8ssen wir nur zeigen, dafic ¢’ undgs C ¢
fur allep e R

SeiR* die zur Basid1 gelbrende Menge positiver Wurzeln uggs’ € R*. Nach
Satz 8.11 ist mitys und gz auchgg.z in g” enthalten. Da jede positive Wurzel sich
schreibenafit als Summe; + --- + a, Mit@; € ITunda; + --- + aj € R fur alle
1 < j < n(siehe Lemma 9.12), ist al@ﬁew g Im Erzeugnis deg, mit @ € II.
Analog erkennen wir, da@ﬁeR+ 9_z Im Erzeugnis deg_, mit o € II enthalten ist.
Also ist @ﬁeR gs C ¢’. Nach der Definition der Kowurzeln ist dann ayghe g’ fur
jedesB € R. Nach Satz 8.10 erzeugen die Wurzeln den Vektorrgtirarzeugen,
die Kowurzeln erzeugen also den Vektorrabifinierzu siehe Lemma 9.6). Also ist
b c ¢’ und damit die Proposition bewiesen. O

Satz 10.3.Seieng und g’ einfache komplexe Lie-Algebren uhdc g undl’ c ¢
Cartansche Unteralgebren. Seien=RR(g,b) und R = R(¢’,1’) die entsprechen-
den Wurzelsysteme. Sgi: (') — bh* ein Isomorphismus von Vektorraumen mit
¢*(R) = R. Dann gibt es einen Isomorphismiis ¢ — ¢’ von Lie-Algebren mit

O(h) = b und(®y)" = ¢".

Beweis.Fir « € Rseia’ € R die eindeutig bestimmte Wurzel mit(e’) = a.
Wir betrachten die zur gegebenen Abbildutigduale Abbildungp: b — 1. Diese
Abbildung fuhrt die Kowurzelsysteme ineinand@rer und es gilo(a") = (a’)".

Wir fixieren nun eine Basi§l ¢ R und definieredl’ := (¢*)~1(IT). Wir wahlen
fur allea € II Elementex, € g, undy, € g_,, so dal X,,Y.] = «'. Genauso
konnen wir entsprechende Elemertee g, Y, € g’ fura’ € IT" wahlen.

Jetzt betrachten wir die halbeinfache komplexe Lie-Algab® ¢'. Fir @ € II
definieren wir

Xy 1= (Xer X)),
y(y :: (yaa y(,y)-

Seig c g @ ¢ die von den ElementeR, undy, fur @ € II erzeugte Unter-Lie-
Algebra.

Wir werden nun zeigen, dal? die beiden Projektiomen g undg — g’ Isomor-
phismen von Lie-Algebren sind, woraus die Existenz einestgphismus wie im
Satz folgt, denn dieser Isomorphismiikit ofenbara” Uber in @)V, alsob in Iy,
so dal’ die duale Abbildung mit Ubereinstimmt.

Zunachst zeigen wir, da® # g & ¢’. Dazu wahlen wirg € R (R* ist das durcHI
gegebene System positiver Wurzeln) mit der Eigenscha®pda 8 keine Wurzel
ist fir allea € I1. Dann wahlen wir Elemente € gz undx’ € g;g, mitx=0,x #0
und definiererx := (x, X'). Sei nunX c g @ g’ der von allen Ausdicken

adyal e adyan (T() (*)

mit ay, ..., a, € I1 erzeugte Untervektorraum. Wir behaupten, éa@in g-Unter-
modul ing @ ¢’ ist.

Wir mussen zeigen, daf von allenx, undy, m_it «a € I1 stabilisiert wird. Fry,

folgt dies direkt aus der Definition. Wir definierép = [X,,Y,]. Per Induktioniiber



n sieht man, dafX auch stabil ist unter der Operation von allerhadEs bleibt zu
zeigen, dalX stabil ist unter allen a®,.

Wir wenden a&, an auf einen Ausdruck der Form)(und kommutieren a®,
schrittweise an den ag. vorbei. WegenX,.y,] = 0, fallsa # «;, und [X,.y,,] =

h,, falls @ = ai, erhalten wir beim Kommutieren nur Summen von Produkten von
ady,’s und adh,’s. Nun ist, wegen der Maximadit vong, adx,(X) = 0. Also istX
stabil unter der Operation von &g, was zu zeigen war.

Der RaumX N gz @ g4 ist eindimensional, insbesondere ¥t+ g ® ¢'. Ware
nung = g ® g, so ware X ein echtes Ideal i @ g’. Nun sind aber die direkten
Summandery und g’ die einzigen echten Ideale in® ¢’. WegenX # g, X # ¢
erhalten wir einen Widerspruch.

Wir haben nun also gezeigt, daf¥® g @ g'. Wir zeigen nun, dal3 die Projektionen
p1: g — gundp;: g — ¢ Isomorphismen sind. Beide Abbildungen sind sicherlich
surjektiv. Elemente aus dem Kern v@a sind von der Form (X) fur einx € ¢'.

Die Elementex € ¢’ mit (0, X) € g bilden ein Ideal iny’ (wegen der Surjektivét von
p2). Also ist entweder O= kerp, oderg’ = kerp;. Im zweiten Fall ist dann auch
kerp, = g, somitg = g ® ¢’ Im Widerspruch zu oben Gezeigtem.

Damit sind alsgp; und p; injektiv, also Isomorphismen. Die Verkettuipg o p;*
ist der Isomorphismus, den wir suchten. O

Bemerkungl0.4 Insbesondere ist also die Abbildung, die einer einfaches Li
Algebra und einer Cartanschen ihr Wurzelsystem zuordngktim. Wir wissen
aber noch immer nicht, ob das Wurzelsystem uiéalgirg ist von der Wahl der Car-
tanschen.

10.1. Die universelle Einhillende. Zur Erinnerung: IsA eine assoziativi-Algebra,
so definiert die bilineare Abbildung

[,]: AXA—= A
(Xy) = Xy—yx
die Struktur einer Lie-Algebra au.
Sei nung einek-Lie Algebra.

Definition 10.5. Ein Paar {, can), bestehend aus einer assoziativenaueritk-
AlgebraU und einem Homomorphismus cag— U von Lie-Algebren heil3tni-
verselle Einhullendeon g, wenn folgende universelle Eigenschaftiditfist: Ist
(A, j) ein weiteres Paar bestehend aus einer assoziativearemitAlgebraA und
einem Homomorphismug. ¢ — A von Lie-Algebren, so gibt es genau einen Ho-
momorphismug : U — Avon unitarenk-Algebren, so dal3 das folgende Diagramm

kommutiert:

can
g ——>

i
j
A
Satz 10.6.Zu jeder k-Lie Algebra existiert eine universelle Einhullen@d (g), can)
Sie ist bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig.

Wir unterdiicken oft die Abbildung can und nennéi{g) selbst die universelle
Einhillende.



Beweis.Die Eindeutigkeit folgt sofort aus der universellen Eigaredt. Die EXxi-
stenz beweisen wir im folgenden Abschnitt. O

10.2. Darstellungen vong und von U(g). Ist V ein k-Vektorraum und isty —
gl(V) eine Darstellung der Lie-Algebrg so liefert uns die universelle Eigenschaft
der Eintullenden einen Homomorphismus wnigr AlgebreriJ(g) — End(V), al-

so eine Darstellung votl(g). Ist umgekehrp’: U(g) — End(V) eine Darstel-
lung vonU(g), so liefert uns die Verkettung mit der Abbildung can— U(g)
einen Homomorphismus— gl(V) von Lie-Algebren, also eine Darstellung von
Natirlich entsprechen sich unter diesen zueinander inversastiuktionen auch
Homomorphismen zwischen Darstellungen, also entspresitbnauch Unterab-
bildungen, Quotienten, direkte Summen, etc... Die Ddtstgktheorien vorJ(g)
und vong sind alsoaquivalent Insbesondere ist die Darstellungstheorie von Lie-
Algebren also ein Spezialfall der Darstellungstheorie &ssoziativen Algebren.

10.3. Tensoralgebren. SeiV eink-Vektorraum. Firn > 0 sei
TV =V &V
das Tensorproduktberk vonn Kopien vonV (das 0-fache Tensorprodukt BV :=

k), und
T(V) = EPTV.

n>0

Furn, m > O gibt es einenfdensichtlichen IsomorphismIsVe,T™V — T™"V.
Diese Isomorphismen lassen sich bilinear auf gaf\2) ausdehnen und definieren
eine Verkriipfung

T(V) & T(V) - T(V),
die T(V) mit der Struktur einek-Algebra versieht. Wir nenneh(V) aus dfensicht-
lichen Giinden dieTensoralgebravon V. Die Tensoralgebra ist u@it und assozia-
tiv, im Allgemeinen aber nicht kommutativ. Wir bezeichneit car: V = T}(V) c
T(V) die kanonische Einbettung.

Satz 10.7(Universelle Eigenschaft der Tensoralgeb®@gi A eine assoziative unitare
k-Algebra und j V — A ein Homomorphismus von k-Vektorraumen. Dann gibt es
genau einen Homomorphismus T(V) — A von unitaren k-Algebren, so dal’ das
Diagramm

can

V—=>T(V)
\ lf
J
A
kommutiert.
BeweisUbung. O

Nun zeigen wir die Existenz einer universellen Eilanden der Lie-Algebra.
SeiT(g) die Tensoralgebraber dem Vektorraum und J c T(g) das zweiseitige
Ideal, das von allen Elementer® y — y® X — [X,y] mit X,y € g erzeugt wird. Wir
definieren

U(a) :=T(g)/J



Sei
can:g =5 T(a) — T(a)/d = U(g)
die Verkettung.
Satz 10.8.Das Paar(U(g), can)ist eine universelle Einhillende vgn

Beweis.Sei (A, j) ein Paar bestehend aus einer @reh assoziativek-Algebra A
und einem Homomorphismys g — A von Lie-Algebren. Nach der universellen
Eigenschaft der Tensoralgebra gibt es einen eindeutignresén Homomorphis-
musT(g) — A, so dal3 das Diagramm

9 can -I- (g)

N
A
kommutiert. Das ldeal liegt nun im Kern der Abbildung (g) — A, dennj ist ein
Homomorphismus von Lie-Algebren. Wir erhalten also eirduinierte Abbildung
U(g) — A, so dal’ das Diagramm

g —=2U(g)

N
A
kommutiert. Die Eindeutigkeit der Abbildurid(g) — A folgt daraus, daR? das Bild
von g in T(g) die Tensoralgebra (als uare Algebra) erzeugt, das Bild vgnalso

auchU(g) erzeugt. O

10.4. Das PBW-Theorem. Sei{x;}ic; eine Basis der Lie-Algebraund< eine tota-
le Ordnung auf. Wir schreiber; = can(;) fur das Bild vonx; in der universellen
Einhtllenden vorny. Ein MonomX;, - - - X;, in U(g) heil3egeordnetfallsi; < --- <,
gilt.
Satz 10.9(Satz von Poinc&-Birkhdi—Witt). Die geordneten Monome, also die
Monome der Form

Y1)+ Xicn)
furn>0undi(1),---,i(n) e I miti(1) < --- <i(n), bilden eine Basis von (d).

(Fur n = 0 fassen wir e U(g) als das leere Monom auf.)
BeweisZunachstist klar, daf? die ungeordneten Monomgg: - - X miti(1),...,i(n) €
| den Vektorraun(g) erzeugen (denn sie erzeugen sogar die Tensoralgebra). Mit
tels der Identiit Xy — yX = [Xx,y] (fUr X,y € g) erkennen wir durch Induktioiiber
den Grad der Monome, dal3 auch die geordneten Monome denrkzaktoU (g)
erzeugen.

Wir missen also noch zeigen, dal} die geordneten Monome linekhantig
sind inU(g). Dazu konstruieren wir eine treue Darstellung V) auf der sym-
metrischen Algebréberl.

Sei alsaS = k[X]ic; die symmetrische Algebrigber der Basi$X}ic .

Lemma 10.10.Es gibt eine Darstellung: U(g) — End(S) derart, dal3 fur ein
geordnetes Monomiy - - - Xy gilt:

PRy Ki)(L) = Xty -+ - Xigry-



Aus dem Lemma folgt sofort die lineare Unadrtgigkeit der geordneten Monome
in U(g), also der Satz von Poind@Birkhdf—Witt. O

Wir missen also noch das Lemma beweisen.

Beweis des Lemmasiirr > 0 seiS., c S der von allen Monomeny) - - - Xigy mit
| < r aufgepannte Untervektorraum. Dann ist

k=S,,cS,c---CS

eine Filtrierung auts. Wir wollen nun fir x € g die Einschankung vorp(x) aufS.,
induktiv definieren und nehmen dabei an, daf3 die Eirggdtung vorp(y) aufS.;_;
schon definiert istifr alley € g. Wir wollen p so konstruieren, dgi{x)(S<r_1) € S«
gilt und dafl? auRerdem folgende Aussageili$ind:

() Istoc <A, <--- < A, SOst
P(X) (K + - K ) = KoKy -+ Ky,
(2) Firalleo, Aq,--- , 4, €1 gilt
P(X) (K« Ka) € KoKy + - Ky, + S
(3) EsgiltfuralleX € S.,_; und alleo, T € |

P(Xr)p(X:)(X) = p(X)p(Xr)(X) = p([%r, X 1)(X).

Furr = 0 kdnnen (und rassen) wir &fenbarp(x,)(1) = X, definieren. Dann sind
die Eigenschaften (1) bis (3) in obiger Liste sicherlictutf

Sei also die Einsclankung vono(y) auf S.,_; fur alley € g schon definiert, so
dai3 (1) bis (3) gelten. Wir wollen die schon definierten Athbiigen nun aus.,
fortsetzen. Dazu @hlen wiro € |. Wir musserp(x,) auf den Monomeix,; - - - X,
fur A, <--- < A, definieren.

Ist nuno < A, so niissen wir wegen der Eigenschatft (1)
PRy -+ Ky) = KoKy o+ Ky,

definieren. Ist abes- £ A;, so miussen, wenn die Eigenschaften (1) bis (3)iktrf
sein wollen, folgende Identiten gelten (wir schreibexy, Tar Xy, - - - X,,):

r

PX)(Xay -+ Xa) = p(Xr)o(X0,) (%) nach (1)
= p(X)p (%) (%7) + p([Xer, X1, ) (%7) nach (3)
= p(X) (X %7) + p(X,)(R) + ([ X, ))(X%y)  nach (2)
= X% %7 + p(X)(R) + p([%or, X1, 1) (57) nach (1)

fur einR € S.,_;. Per Induktion sind alle Terme auf der rechten Seite der letz
ten Gleichung schon definiert und widknen diesen Ausdruck als Definition von
X)Xy, - - - Xy,,) benutzen.

Damit haben wir iir alley € g die Abbildungp(y) auf S, definiert und niissen
noch zeigen, dal3 die Eigenschaften (1) bis (3jil#réind. Die Eigenschaften (1)
und (2) sind relativ iensichtlich, wir niissen also noch die Eigenschaft ()fen.

Wir wollen also zeigen, daflif alled; < --- < Ay undo, T € | die folgende
Gleichung qilt:

P(X)p(%)(%7) — p(%)p(X:)(%7) = p([%ors Xc])(%7)-
Hier haben wing fur Xy, - - - X,,_, geschrieben.



Nach unserer Konstruktion gilt diese Gleichung sicherfi@chr < A;. Nach der
Antisymmetrie der Gleichung also audirt- < A;. Wir nehmen nun alsg; < o
undl; < T an.

Nun ist nach Induktionsannahme

p(X%)(%7) = p(X)p(Xa) (%)
= p([Xe, Xu)(%7) + p(Xa )p (%) (%7 ),
wobei wir Xy flr X,, - - - X, geschrieben haben.
Wenden wir auf diese Idendit die Abbildungo(x,) an, wo erhalten wir

P(X)p(X)(%7) = p(X-)p([Xe, X1, 1)(%7) + p(Xr)o (X, )o (%) (Ry)
= p(%)o([%e, X2, ) (%7) + p([Xers X2, )0 (%) (R7) + (X )o (X0 ) (X) (37),
wobei die letzte Gleichung aus < T und; < A, folgt ???7.
Wir erhalten die Gleichungen

P(X)p(X:)(X7) = p(Xs)o([ X, X1, ])(X7) + p([Xr» X0, D)%) (Ry) + p(Xa)p (X )o (%) (R,
P(X)p(X)(R%7) = p(X)o([Xer» X 1)(X7) + o([Xer X0, D)o (%) (Ryr) + p (X1 )0 (X )p (%) (Ry)

Hier ist die zweite analog zur ersten, nur die Rollen voaond r sind vertauscht.
Ziehen wir die rechte Seite der zweiten Gleichung von dentestSeite der ersten
Gleichung ab, so erhalten wir (mithilfe der Induktionsamme)
P(Xe)p([Xe, Xa, ) (%7) + p([X, Xa, Do (%) (%) + p(Xay)o (X ) (%) (%)
—p(%)p([Xe, X0, )(%7) + p([Xe, X0, D)o (%) (R77) + p(Xa )X ) (%) (%)
= p([[%rs X1, ], %) (%) + p([%rs [Xes X ID(K) + p (X )o([ X, XD (%)
= —p([[%- X1, Xu (%) + p(Xa ) ([%e X 1) (%7)
= —p([[%, X ], Xu)(%7) + ([0, [Xo, X D)(X7) + o([Xo, XD o(X2) (%7)
= p([%r, X 1) (X2, ) (%7,
= p([%r, %:])(%7)
und damit

P(X:)p(X:)(%7) — p(X)p(%r)(R7) = p([Xer> Xe])p(X1) (X))
was zu zeigen war. O

10.5. Erzeuger und Relationen.

Definition 10.11. Eine Lie-Algebraf heildtfrei, falls es eine Teilmengk¥ c f gibt,
so daf3 folgende Eigenschaftidifist: Fur jede Abbildungy: X — gin eine weitere
Lie-Algebrag gibt es genau einen Homomorphismiusf — g, so daflyy = f|x.

SeiX eine Menge und’ der Vektorraum mit BasiX. Seif(X) c T(V) die Unter-
Lie-Algebra erzeugt von c&fX) c T(V). Dannistf(X) eine freie Lie-Algebra, denn
jede Abbildungg: X — g induziert einen Homomorphismi — g — U(g) von
Vektorraumen. Es gibt also eine eindeutig bestimmte AbbildéngT (V) — U(g)
von unitaren Algebren. Das Bild’(f(X)) ist aber ing c U(g) enthalten, denn die
Menge der ErzeugeX von f(X) ist in g enthalten. Dies gibt uns eine Abbildung
f: f(X) — g der gesuchten Art. Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsada® die
MengeX die Lie-Algebraf(X) erzeugt.



Definition 10.12. Seil c f(X) das von den Elementes), i € | erzeugte Ideal.
Dann heif3t die Lie-Algebr&X)/I die von der Mengé& mit den Relationem = 0
erzeugte Lie-Algebra.

10.6. Der Satz von Serre. Den rachsten Satz beweisen wir in dieser Vorlesung
nicht. Man kann einen Beweis beispielsweise im Buch von Husyshfinden. Er
gibt eine Pasentation einer halbeinfachen Lie-Algebra mittels Egeewnd Rela-
tionen.

Satz 10.13.Sei R ein Wurzelsystem mit BaHis R. Seiy die komplexe Lie-Algebra
mit ErzeugernX,, Y., h, | @ € IT} und den Relationen

[ha,hg] =0
[Xe» Yol = Dy [X2»Ys] = O (falls a # B)
[ha’ Xﬁ] = <a’ﬁv>xﬁ [ha9 Yﬁ] = _<a"ﬁv>y,3

ad(x,)"*#"*(xs) = 0 (falls o # B)
adfy,) " “#*(y,) = 0 (falls a # B)

fur alle o, B € I1.

Dann istg eine endlich dimensionale halbeinfache komplexe Liekkiyeder
von den p erzeugte Untervektorrauc g ist eine Cartansche Unteralgebra und
das entsprechende Wurzelsystem ist kanonisch isomorph zu R

Bemerkundl0.14 Seig’ eine halbeinfache Lie-Algebrd, c ¢’ eine Cartansche
Unteralgebra un® c " das Wurzelsystem. Nach Wahl einer Bdsisn R konnen
wir Elementex’, v/, undh/, fur alle@ € II wahlen, die die entsprechende Kopie
von sl(2,C) in g aufspannen. Wir haben schon gesehen, xjafy,,, und b/, die
Relationen im Satz von Serre élien.

Seig die dem WurzelsysteRnach dem Satz von Serre zugeordnete Lie-Algebra.
Dann gibt es also einen Homomorphismus> ¢’, derx, auf x,, y, aufy, undh,
aufh’, abbildet.

Dax,,y,, undh, die Lie-Algebrag” erzeugen, ist obiger Homomorphismus sur-
jektiv. Da der Homomorphismus ein Isomorphismus auf dena@acdherh und
ist, da die Wurzelsysteme vgnundg’ Ubereinstimmen und alle Wurzélime ein-

dimensional sind, sindundg’ also isomorph.

11. DARSTELLUNGSTHEORIE VON HALBEINFACHEN LIE-ALGEBREN

Von nun an seg eine komplexe, endlich dimensionale, halbeinfache Ligefra
undp c g eine Cartansche UnteralgebRac h* das entsprechende Wurzelsystem.
Sei nunV eine Darstellung vom. Wir nennenV auch oft einerModul tiber der

Lie-Algebrag.

Definition 11.1. V heil3tGewichtsmodulbzgl.p), falls

gilt, wobei V, der A entsprechende simultane Eigenraum zur Operationhvst
also
V), ={veV|hv=A(h)furalleh e p}.



Ein A mit V,; # 0 heil3tGewicht von V

Ubung11.2 Seig eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra umd: g eine Cart-
ansche Unteralgebra. Séiein Gewichtsmodul vog bzgl.h. Man zeige, dal3 dann
auch jeder Quotient und jeder Untermodul ein Gewichtsmbdgl. ) ist, und daf3
die Menge der Gewichte eines Quotienten oder Untermodul¥\&ine Teilmenge
der Gewichte vor ist.

11.1. Hochstgewichtsmoduln.Sei R* ¢ R ein System positiver Wurzeln. Die
Wahl von R* induziert eine partielle Ordnung auf der Mengfe Fur 4,u € H*
definieren wird > y, falls 2 — u sich als Summe von Elementen d@isschreiben
laRt, falls also

gilt.

Definition 11.3. SeiV ein Moduliberg und A € h*. Dann heiRV ein Modul zum
hochsten Gewicht, falls folgende Aussagen gelten:

(1) V ist ein Gewichtsmodul bzgh,
(2) es gibt ein Elemente V,, v # 0, dasV erzeugt,
(3) istu ein Gewicht vorV, so giltu < A.

11.2. Borelsche Unteralgebren. Wir wollen in diesem Abschnitt Moduln mitdthstem
Gewichta untersuchen. Dazu definieren wir Aaist die unserer Wahl von positi-
ven Wurzeln entsprechende Unteralgebra

b ist eine Unter-Lie-Algebra wege,[a,] € g, und [8,, 95] C 8o Sie heilRt dieR*
entsprechendBorelscheUnteralgebra vom. Nun ist

[0, 5] = P o,
aeRt

also ist der Homomorphismuis— b mit Kern @aew d, €in Homomorphismus von
Lie-Algebren.

Sei nuna € h*. Dal eine abelsche Unter-Lie-Algebra vanist, definiert die
lineare Abbildungo: h — ¢I(C), p(h) = A(h)idc einen eindimensionaleiModul,
den wir mitC, bezeichnen. Mittels des Homomorphisntus> f wird C, also ein
b-Modul, auf dem die Wurzeiumeg, fur @ € R* durch Null operieren, und die
Unteralgebrad durch die Linearforna.

Die Inklusionb c g = U(g) induziert eine Abbildung
U(b) — U(a),

die nach dem PBW-Theorem ebenfalls eine Inklusion ist. WimenU (g) also als
Modul Uber der AlgebrdJ (b) aufassen.

Definition 11.4. Der Verma-Moduliberg zum Gewichtl ist
A(2) := U(g) ®y() C,.

Wir definieren
vV, =1®1le U(g) ®u(b) C, = A(/l)



Wir definieren die Abbildund: bh* — Z.o als
P(v) = Anzahl der Darstellungen vonals Summe von Elementen a5
Beispielsweise isP(v) = 0 fur allev ¢ Z-oR* undP(a) = 1 fUr « € I1, wobeill die
R* entsprechende Basis ist. Man neRrdie Kostantsche Partitionsfunktion
Sein™ = @%w g_.. Dannistn™ c g eine Unteralgebra.

Proposition 11.5. Seil € bh*.
(1) Der Verma-ModulA(1) ist frei tbern™, d.h. die Abbildung
U@n) — A(Y)
X XV,

ist ein Isomorphismus von(d~)-Moduln.
(2) A() ist ein Gewichtsmodul und es gilt

dimAQL), = P(A — ).

(3) Der Verma-ModulA(1) ist ein Modul zum hochsten Gewicht
(4) Sei V ein Modul zum hochsten Gewighiind v e V,. Dann gibt es genau
einen Homomorphismus von Moduln

f: A1) -V

mit f(v;) = v. Istv# 0, so ist f surjektiv. Insbesondere ist jeder Modul mit
hochstem Gewicht ein Quotient vor\(1).

BeweisNach dem PBW-Theorem isk(g) = U(n™)®cU(b) sogar al$J (b)-Rechtsmodul.
Damit ist

U(g) ®u@ Ca=UMm) ®c C; = UMW)
alsU(n~)-Modul. Damit haben wir (1) gezeigt.

Die Aussage (2) ist ebenfalls eine Konsequenz des PBW-ThesoMahlen wir
eine Basisy,, des Wurzelraumg_,, fur jedese € R" sowie eine Ordnung aufR",
so bilden nach dem PBW-Theorem die geordneten Monome

Yal ce Ya|
eine Basis votJ (n~). Also bilden, nach (1), die Vektoren
Yo, Yo Vo

eine Basis vom(1). Jeder dieser Vektoren ist aber ein Gewichtsvektor, gemau
ist das Gewicht vorY,, - -- Y,,.v, geradel — a; — --- — ;. Es gibt aber fienbar
P(a1 + - - - + ay) verschiedene Basisvektoren von diesem Gewicht, alsa2ilt (

Der Verma-ModulA(2) wird offenbar vonv, erzeugt und nach (2) igf(12) ein
Gewichtsmodul und jedes Gewicht ist kleiner oder gleictDamit ist A(2) ein
Modul vom Hchsten Gewichi.

Schlief3lich zeigen wir noch (4). 18 wie in (4) gegeben, sodannen wir den
Homomorphismus

C/l—>V/ICV
l1—>v



von h-Moduln definieren. Da ein maximales Gewicht voX ist, ist dieser Homo-
morphismus sogar ein Homomorphismus wekloduln. Wir erhalten einen indu-
zierten Homomorphismus

f:U(@) ®uep Ch = V
X®1- XVv.

es gilt f(v;) = f(1® 1) = v. Eine solche Abbildund ist eindeutig, da, den
Verma-Modul erzeugt.

Ist v € V, ein Erzeuger vorV/, so mul3f surjektiv sein. Also ist dinv, = 1,
folglich erzeugt jeder nicht-triviale Vektor i, den ModulV, und damit istf fur
jedesv € V,, v # 0 surjektiv. O

11.3. Einfache Hochstgewichtsmoduln.

Satz 11.6.Zu jedem € bh* gibt es bis auf Isomorphismus genau eine einfache Dar-
stellung (1) mit hochstem Gewicht. Sie ist isomorph zum eindeutig bestimmten
einfachen Quotienten vax(1).

BeweisWir zeigen als ersten Schritt, dal3 jeder Verma-Matil) einen eindeutig
bestimmten maximalen echten Untermod(!) besitzt. Dazu riassen wir zeigen,
daRl die Summe aller echten Untermoduln ein echter UnterhvoduA(4) ist. Nun
ist jeder UntermoduN c A(1) nachUbung 11.2 ein Gewichtsmodul. Da nach
Proposition 11.5 der Gewichtsraufif1) zum tbchsten Gewichf vom Erzeuger
v, aufgespannt wird, muf3 jedes Gewicht idrecht kleiner alst sein. Damit ist
aber auch jedes Gewicht der Sumid{g) aller echten Untermodul echt kleiner als
A. Insbesondere ist alsi{1) # A(Q).

Nun betrachten wir
L(2) := A()/I().

und die kanonische QuotientenabbildungA(1) — L(4). IstN c L(2) ein Un-
termodul, so istt™}(N) < A(2) ein Untermodul, derd(1) umfasst. Es gilt also
aYN) = J(1), alsoN = 0, oderr}(N) = A(1), alsoN = L(1). Also ist L(A)
einfach. Nun ist nacblbung 11.2L(2) ein Gewichtsmodul undif jedes Gewicht
gilt u < A. Dartiberhinaus wird_(1) von z(v,) erzeugt. Also ist.(1) ein einfacher
Hochtsgewichtsmodul und wir haben die ExistenzaussageatessSbewiesen.

Ist nunL(2)’ ein weiterer Hhchtsgewichtsmodul, so gibt es nach Proposition 11.5
einen Homomorphismus

f: A1) — L)
mit f(v,) = v}, wobeiV, € L(1)" ein Erzeuger mit Gewicht sei. Daf nicht die
Nullabbildung ist, muRJ(2) im Kern von f liegen, also induzierf einen nicht-

trivialen Homomorphismus : L(1)" — L(1), der nach dem Lemma von Schur 6.1
ein Isomorphismus sein muss. O

Definition 11.7. Ein Gewichta € h* heil3t

(1) ganz wenn{a,a") € Zfur allea € R.
(2) dominanfwenn fir allea € R* mit (1, a") € Z gilt: (1, a") € Zs,.



(3) Wir notieren
X" i={1ebh* | {1, a"y>0¢eZyflrallea € R}
fur die Menge aller ganzen dominanten Gewichte.

Lemma 11.8.Seid € h* unda € II eine einfache Wurzel. Gilt = (1, a") € Z.o,
so gibt es einen injektiven Homomorphismus

A= (r + Da) — A(Q).

BeweisSeiv, € A(1), der Erzeuger vorA(1). Wir wahlen Elemente, € g,, Y, €
d_q, die die Lie-Algebra® = g_,®[g_4, 9.] P g, €rzeugen. Nach Proposition 11.5 ist
yav, fur jedesn > 0 eine Basis vom\(1),-n.. Also ist der von den Elementsfjv,,

n > 0 aufgespannte Unterrauvi von A(2) ein g*-Untermodul. D&V’ offenbar frei
ist Uber der universellen Eiienden vong_,, ist V' isomorph zum Vermamodul
fur g* zum Mochsten Gewichi, , .1-

Ist nunr := (1, a") € Zsp, SO zeigen Rechnungen analog zu den Rechnungen im
Beweis von Satz 2.23, da@y' v, = 0. Daiberhinaus isft — na + g nicht kleiner
oder gleicha furr alleg € R*, B # a. Also gilt gzy"*v, = O fiir jedes solchg.

Sei nunV der vony'!v, erzeugtes-Untermodul vonA(1). Aus den obigen Re-
sultaten erhalten wir, mithilfe des PBW-Theorems, ®fafn Hochstgewichtsmodul
mit hochstem Gewichi — (r + 1)« ist. Nach Proposition 11.5 gibt es also einen Ho-
momorphismus

frAA—-(r+21a) - A)
mit f(V/l—(r+1)a) = yr:lvzl-

Nun sind sowohA(2 — (r + 1)a) als auchA() freie U(n~)-Moduln vom Rang 1.
Nach dem Beweis des PBW-Theoremsligti™) ein nullteilerfreier Ring, damit ist
jeder nicht triviale Homomorphismus zwischen freien Modum Rang 1 injektiv.
m|

Bemerkundl1.9 Die Aussage des Lemmas gilt sogar ohne die Annahmeadald
einfach ist. In diesem Fall ist der Beweis jedoch deutliciwagurdiger.

Proposition 11.10. Der einfache Modul ) ist endlich dimensional genau dann,
wennaA ganz und dominant ist.

BeweisWir nehmen zuachst an, da(2) endlich dimensional ist.li jedesy € R
zerfallt L(2) als Darstellung von® nach dem Satz von Weyl in eine direkte Summe
einfacher Darstellungen. Nach Satz 2.23 mjulr¥) € Z gelten, da diese Zahl
als Eigenwert der Operation varf auftaucht (man beachte, daf®isomorph zu
sl(2, C) ist und daR dabei das Elementdem Basiselemetite (2, C) entspricht).
Aus(4,a") < 0 wurde nun, ebenfalls aus Satz 2.23 folgen, gd1), # 0, also
dal3 auchtl + a ein Gewicht vorL (A1) ist. Das widerspricht aber der Tatsache, daf3
das lochste Gewicht voi() ist. Also gilt{1, a") € Z,q fur allea, also ist1 € X*.

Wir zeigen nun die umgekehrte Richtung. Sei alse X* undv € L(2), ein
Erzeuger. Ist nua eine einfache Wurzel, so gilt algd, a) € Z.o und mithilfe von
Lemma 11.8 sehen wir, daf®inen endlich dimensionalefi-Untermodul erzeugt.
Nun ist die Summe alleg®-Untermoduln endlicher Dimension etpUntermodul
von L(1) (Ubung!). DaL (1) einfach ist, muR alst(1) in die direkte Summe einfa-
cherg®-Untermoduln zerfallen.



SeiP(1) die Menge der Gewichte van(1). Aus Satz 2.23 folgt, daB(1) inva-
riant unter der Spiegelung ist. Da die Weylgrupp&¥ erzeugt wird von den ein-
fachen Spiegelungesy, mu3P(1) also sogar invariant sein unter der Operation der
Weylgruppe. Dann ist abd?(1) endlich Ubung!). Da zuatzlich jeder Gewichts-
raum vonL(1) endliche Dimension hat, mul¥1) also endlich dimensional sein.
m|

11.4. Charaktere einfacher Moduln. Sei
z[y*] = () ze'
Aeh*

die Gruppenalgebraber der additiven Gruppe des Vektorraustis Die Multipli-
kation ist auf den Basiselementen definiert durch

e - e =el

Die partielle Ordnungs aufbh* erlaubt uns, die folgendeartielle Vervollstandi-
gung

mitc, #0= A <y
for eini € {1,...,n}.

vonZ[bh*] zu definieren. @enbar ist die Multiplikation a@f[fﬂ noch immer wohl-
definiert.

SeiV ein Gewichtsmodul mit der Eigenschaft, daf3. . ., u, existieren mit

Z[h*] = {(C/I) e|]ze

Aeph*

es gibtuy,...,un € b*}

V,#0=pu<yfureinie{l,...,n}
Dann kbnnen wir derCharakter von \definieren durch

chV := Z dim: V,e' € Z[H*].

Aeh*
Aus Proposition 11.5 folgt
chA(1) = )" P(1 - u)e'™

HED*

_e/’l_[ 1+e“’+e‘2" . )

aeR*

=e'|]a-e9*

aeR*
Wir kdnnen eine Operation voW’ aufZ[h*] definieren durch
w(e!) = '@
fur allew € W. Aus dem Beweis von Proposition 11.10 ergibt sich

Lemma 11.11.Seia € X*. Dann istchL(1) invariant unter der Operation vof#/,
d.h. es gilt ichL (1)) = chL(1) fur alle we W.

Zur Erinnerung: wir haben das Elemené¢ h* definiert durch g = 3 g+ @.
Definition 11.12. Die dot-Operationvon ‘W aufh* ist definiert durch
WA=WA+p)—p
furw e W undA € h*.



Die dot-Operation ist also die zum Fixpunkp verschobene lineare Operation
der Weylgruppe aug*.

Satz 11.13.Seil € X*.

(1) Die Kostantsche Charakterformel.Es ist

chL(1) = Z (—=1)“™chA(w. 1)

weW
= Y ()We [ [(1+e+e®+..).
weW acR*

(2) Die Weylsche Charakterformel.Es ist

ZWEW (_ l)l (we?)
Ywew(=1)Wene)”

Lemma 11.14.Seix: g x g — C die Killing-Form aufg. Die Einschrankung vor
aufp ist invariant unter der Weylgruppe, d.h. es gilt fur allghhe h und we W:

«(h, ') = k(w(h), w(h)).

chL(2) =

Beweis.Es istk(h, i) = Spur(adf) o ad@)), wobei adf) und adfr) natirlich
Abbildungen vong nachg sind. Nun ist adf) die Nullabbildung aufy und die
Multiplikation mit {a, h) aufg, fur jedese € R. Damit ist

k(1) = ) (e, by, Iv)

aeR

= D w@), hw(a), )

aeR

D e w(h)) e, w(h))

aeR

k(w(h), w(h)).

O

Zur Erinnerung: wir bezeichnen durch-§: b* x h* — C die durch die Restrik-
tion der Killing-Form vong auf § induzierte nicht ausgeartete und symmetrische
Bilinearform.

Lemma 11.15.Der Casimir-Operator C operiert auf(1) durch Multiplikation mit
dem Skalar

Cr:= (A +p,4+p)— (0, p)-

Proof. Jederg-Endomorphismug : A(1) — A(1) bildet den Gewichtsraum(2),
auf sich ab. Da\(1) eindimensional ist, muf® auf A(1) durch Multiplikation mit
einem Skalalc € C operieren. Da\(1) aber erzeugt wird vor(1),, ist f dann
automatisch das-fache der identischen Abbildung.

Es geitigt also zu zeigen, daB durch Multiplikation mitc, auf A(1), operiert.
Dazu wahlen wirx, € g, \ {0} fur jedesa € R* und definierery, € g_, durch
k(X» Ye) = 1. Wir wahlen zuatzlich eine Orthonormalbads, . . ., h, vont bzgl. «.



Dann ist
C= Z:(xaya+yaxa)+h§+---+hr2

aeR*
= Z(Zyaxar + [Xer Yol) + P2+ + 1P
aeR*
Seiv € A(2),. Dann ist

Cv=cy= (Z(Zyaxa+ [X0, Yo]) + h§+---+h?)v

aeRt

= (Z A% Yal) + APV + -+ + /l(hr)z] V.

aeR*
Wir konnen nurh € §) definieren durcl(h, -) = A(:). Somit ist
Cr=>" k(N [X Yal) + k(0 ha)? + - + k(h, hy)?

aeRt

= > k([0 %], Ya) + (0, h)

aeRt

= 3" a(h) +«(h.h)

aeRT
= 2p(h) + (1, 4)
= (20,4 + (14, 4)
=@+p,2+p)=(0,0)
O

Lemma 11.16.Seid € h*. Dann gibt es eine endliche Jordan-Holder Reihe fur
A(2), genauer sogar eine Filtrierung

O=MpycM;cC---cM,=A(Q),

so dal fur alle i= 1,...,n gilt Mj/M;_; = L(4;) fur gewisseq; mit 4; < A1 und
(A +p, A +p) = (1 + p, A+ p). Die Multiplizit at

[AG) L)) =i e{l,....n} | pu =4}
hangt nicht von der gewahlten Auflosung ab.

Proof. Zunachst besitzt jeder UntermodM von A(1) einen einfachen Subquoti-
enten. DenrM ist ein Gewichtsmodul, dessen Gewichte kleiner oder glgisimd.
Dann exisitiert also auch ein maximales Gewichivinalso entilt M einen Hbchst-
gewichtsmodul. Jederdthstgewichtsmodul besitzt aber einen einfachen Quotien-
ten nach Proposition 11.5 und Satz 11.6.

Jeder einfache Subquotielntvon A(1) ist ein Hochstgewichtsmodul und besitzt
ein maximales Gewicht. Dann muizaber isomorph sein zu(u) fur einu € h*.

Nach Lemma 11.15d¢nnen nuiL(u) mit (u+p, u+p) = (1+p, 1+p) als Subquo-
tienten vonA(1) auftauchen. Da z@szlichu € 2 — ZR*" gelten muss, kommen nur
endlich vieleu in Frage (Schnitt einer kompakten Menge mit einem Gittexjle3
L(u) kann aber auch nur endlich oft vorkommen Aqa),, von endlicher Dimension
ist. Damit haben wir die Existenz einer endlichen Jordé@hder Reihe gezeigt.



Wir zeigen nun die Wohldefiniertheit der Multiplizit. Fur die Charaktere gilt
chA(1) = alchlL(u)
Heh*

far gewisseaﬁ € Zso. Da alle Gewichte voh(u) kleiner oder gleich: sind, sind die
a} eindeutig bestimmt. O

Beweis der Kostantschen Charakterform®ei zurchsti € h* beliebig. Nach dem
vorherigen Lemmadénnen wir

chA() = Z alchL(u)
Heh*

schreibeniir gewissea; mit a; = O fallsu £ 1 oder @ + p, 1 + p) # (u + p, u + p).
Wegena, = 1 gilt und da sich jede ganzzahlige Dreiecksmatrix mit Einasef der
Diagonalen ganzzahlig invertiereddt, gibt es auch eine Gleichung

chL(2) = " blA() (+)
Heh*
mit gewisserb, € Z undb;, = Ofallsu £ A oder @ + p, A +p) # (u + p, u + p).
Nun ist

[ [e@?-e?=]]e”1-e

aeRt aeR*

=€ 1—[(1— e ).

aeRt

Sei nund € X*. Multiplizieren wir Gleichung £) mit obiger Identiat Element,
so erhalten wir

[]_[(ea/2 - e“’/z)) chi() =e [ [@-e™) > bichA()

aeR* aeR* Heh*
= e"z ble! n(l—e‘“) l_[(1+e‘“ +e2 g )
ueh* aeRt aeR*

= > ble.

peh*
Wenden wir nun eine einfache Spiegeluycauf diese ldentdt an, so wechselt die
linke Seite ihr Vorzeichen, da di{1) nach Lemma 11.11 invariant ist. Dann ist also

bﬁ#): C_lywwb$W%w'
Damit ist

bﬁ—p =0,

falls nicht @,u) = (1 + p,4 + p) undw(u) — p < A fur allew € W qilt. Das
anschlielBende Lemma lieferte ‘W(A + p) und damit

o 0, fallspu —p ¢ W(A+p),
(G (-1)™, falls u = W(A + p) fur einw € W.
Also ist

chL(2) = Z (=1)WAW.A).

weW



Lemma 11.17.Istv € X und gilt(v,v) = (1 + p,A + p) und w < A + p fur alle
we W, dannisty € W(1 + p).

BeweisWir finden einw € ‘W mit w(v) € X*, wir konnen also ohne Besé@nkung
der Allgemeinheit annehmen, dafh X* liegt. Dann gilt ¢, ) > O fur allea € R,
also schliessemund+p—v einen spitzen Winkel ein. Damit folgt aus{p, 1+p) =
(v,v) schonv = A + p. O

Beweis der Weylschen Charakterformals dem Beweis der Kostantschen Cha-
rakterformel erhalten wir

(ﬂ (€2 - e-ftfz)] chL(1) = ) (~1)®e ),

aeR* weW
Fur A = 0 erhalten wir
l—[ (/2 — g2) = Z (—1) W)
aeR* weW
Teilen wir die erste Gleichung durch die zweite, so erhalien
Swerw(=1)MWet+)
Dwew(=1) e -

chL(1) =



