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3.2. Auflösbare Lie-Algebren und der Satz von Lie 15

4. Kriterien f̈ur Auflösbarkeit 16

4.1. Die Killing-Form 16

4.2. Erinnerung: halbeinfache und nilpotente Endomorphismen 17

5. Halbeinfache komplexe Lie-Algebren 19

6. Halbeinfache Darstellungen und der Satz von Weyl 20

6.1. Das Lemma von Schur 20

6.2. Halbeinfache Darstellungen 21

6.3. Der Satz von Weyl 21

6.4. Der Casimir-Operator 21

6.5. Homomorphismen zwischen Darstellungen 22

7. Die abstrakte Jordanzerlegung 24

8. Die Wurzelraumzerlegung 26

9. Wurzelsysteme 30

9.1. Spiegelungen 30

9.2. Wurzelsysteme 30

9.3. Paare von Wurzeln 32
1



9.4. Basen, positive Wurzeln und Weylkammern 32

9.5. Die Weylgruppe 34

9.6. Die Cartan-Matrix 36

9.7. Das Dynkin-Diagramm 37

9.8. Irreduzible Wurzelsysteme 37

9.9. Klassifikation von Wurzelsystemen 37

10. Zur Klassifikation von halbeinfachen komplexen Lie-Algebren 38

10.1. Die universelle Einḧullende 40
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1. ZM: D  G

Wir beginnen sehr elementar.

Definition 1.1. Eine Gruppeist eine MengeG zusammen mit einer Verknüpfung
G×G→ G, (x, y) 7→ x·y, derMultiplikation, und einer AbbildungG→ G, x 7→ x−1,
derInversion, so daß folgende Axiome gelten:

(1) Es existiert ein Elemente ∈ G, dasneutraleElement, mit der Eigenschaft
e · x = x · e= x für allex ∈ G.

(2) Es giltx · (x−1) = (x−1) · x = e für allex ∈ G.
(3) Es gilt (x · y) · z= x · (y · z) für allex, y, z ∈ G.

Das neutrale Elemente ist durch seine definierende Eigenschaft (1) eindeutig
bestimmt. Denn iste′ ∈ G ein weiteres Element mit der Eigenschaft (1), so gilt
e= e · e′ = e′. Deshalb ist auch Axiom (2) nicht in sich widersprüchlich.

Beispiele1.2. (1) Die ganzen ZahlenZ mit der Addition (x, y) 7→ x + y und
Inversionx 7→ −x.

(2) Die rationalen ZahlenQ mit der Addition (x, y) 7→ x + y und Inversion
x 7→ −x.

(3) Die nicht verschwindenden rationalen ZahlenQ× = Q \ {0} mit der Multi-
plikation (x, y) 7→ xyund Inversionx 7→ x−1.

(4) Die positiven rationalen ZahlenQ>0 mit der Multiplikation(x, y) 7→ xy und
Inversionx 7→ x−1.



(5) Ist X eine Menge, so ist die MengeSX = { f : X → X | f ist bijektiv} eine
Gruppe mit der Verkettung als Multiplikation, (f ,g) 7→ f ◦g, und der Inver-
sion f 7→ f −1. Insbesondere istSn := S{1,...,n} diesymmetrische Gruppe über
n Elementen.

(6) Seik ein Körper,V ein k-Vektorraum. So ist die Menge GL(V) der inver-
tierbarenk-linearen Endomorphismen vonV nachV eine Gruppe mit Ver-
kettung als Multiplikation, (A, B) 7→ A ◦ B, und InversionA 7→ A−1.

Definition 1.3. Eine GruppeG heißtabelschoderkommutativ, wenn f̈ur allex, y ∈
G gilt: x · y = y · x.

SeienG undH Gruppen.

Definition 1.4. (1) Eine Abbildung f : G → H heißt Homomorphismus von
Gruppen, falls für allex, y ∈ G gilt:

f (x · y) = f (x) · f (y).

(2) Ein bijektiver Homomorphismus von Gruppen heißtIsomorphismus. Die
GruppenG und H heißenisomorph, falls ein Isomorphismusf : G → H
existiert.

Ist f : G→ H ein bijektiver Homomorphismus von Gruppen, so ist auchf −1 : H →
G ein Homomorphismus von Gruppen. Das läßt sich leicht nachrechnen (Übung!)

Sei f : G→ H ein Homomorphismus von Gruppen undeG das neutrale Element
vonG. Wegenf (x) = f (x · eG) = f (x) · f (eG) und f (x) = f (eG · x) = f (eG) · f (x) ist
f (eG) = eH, das neutrale Element inH. WegeneH = f (eG) = f (x−1·x) = f (x−1)· f (x)
undeH = f (eG) = f (x · x−1) = f (x) · f (x−1) ist f (x−1) das inverse Element zuf (x).

1.1. Darstellungen von Gruppen. SeiG eine Gruppe undk ein Körper.

Definition 1.5. EineDarstellung von G über kist eink-VektorraumV mitsamt eines
Homomorphismus

ρ : G→ GL(V)

von Gruppen.

Zur besseren Lesbarkeit der Formeln vereinbaren wir für das Folgende die Abkürzung
g.v := ρ(g)(v).

Beispiele1.6. (1) Für jede GruppeG und jedenk-Vektorraum ist diekonstante
Abbildung G→ GL(V), g 7→ id, eine Darstellung. Man nennt dies die
triviale Darstellung.

(2) Ist G ⊂ GL(V) eine Untergruppe, so ist die InklusionG → GL(V) eine
Darstellung. Man nennt sie dieStandarddarstellung.

(3) JedesA ∈ GL(V) definiert eine Darstellung vonZ mittels der Abbildung
Z→ GL(V), n 7→ An.

Die Motivation hinter dem Begriff einer Darstellung ist die folgende: IstV end-
lich dimensional mit Dimensionn und ẅahlen wir eine Basis vonV, so k̈onnen wir
GL(V) identifizieren mit der Teilmenge Mat(n × n, k)× ⊂ Mat(n × n, k) der inver-
tierbaren n× n-Matrizen mit Eintr̈agen ink. Die Abbildungρ stellt die Elemente
ausG also dar durch Matrizen, so daß das Multiplizieren von Elementen aufG der
Matrizenmultiplikation entspricht. Istρ injektiv, so haben wir unsere Gruppe also



dargestellt durch eine Untergruppe der invertierbaren Matrizen. Das ist insbesonde-
re hilfreich beim Rechnen.

Die Darstellungstheorie war, historisch gesehen, zunächst eine Theorie zur Unter-
suchung der Struktur einer Gruppe. Heute hat sich der Fokus für viele Mathematiker
gëandert. Wir nehmen oft an, die Struktur der Gruppe selbst seigut verstanden und
wir fragen dann nach der Struktur derKategorie aller Darstellungender Gruppe.
Typische Fragestellungen sind: ,,Wieviele” Darstellungen gibt es? Gibt es ,,Bezie-
hungen” zwischen zwei Darstellungen? Wie lässt sich die ,,Menge aller Darstellun-
gen” charakterisieren? Selbst für relativ einfache Gruppen wie die symmetrischen
GruppenSn sind obige Fragestellungen noch längst nicht gel̈ost.

Seien (V, ρ) und (V′, ρ′) Darstellungen vonG überk.

Definition 1.7. Einek-lineare Abbildungf : V → V′ heißtHomomorphismus von
Darstellungen, falls gilt

f (g.v) = g. f (v)
für alleg ∈ G, v ∈ V.

Seiρ : G→ GL(V) eine Darstellung̈uberk.

Definition 1.8. Eine Unterdarstellungvon (ρ,V) ist ein k-UntervektorraumU ⊂
V, so daß f̈ur alle g ∈ G die Abbildungρ(g) : V → V den UnterraumU in sich
überf̈uhrt.

Jede DarstellungV besitzt zwei (nicht notwendigerweise verschiedene) Unterdar-
stellungen: Den trivialen Untervektorraum{0} ⊂ V und den vollen Untervektorraum
V ⊂ V.

Übungen1.9. (1) IstU ⊂ V ein Unterraum wie in der Definition, so ist für jedes
g ∈ G die Einschr̈ankungρ(g)|U : U → U eine invertierbare Abbildung. Das
Einschr̈anken liefert uns also eine Abbildungρ : G→ GL(U), die ebenfalls
eine Darstellung ist.

(2) Ist U ⊂ V eine Unterdarstellung, so gibt es genau eine Struktur einerDar-
stellung auf dem QuotientenvektorraumV/U, so daß die kanonische Abbil-
dungV → V/U ein Homomorphismus von Darstellungen wird.

1.2. Einfache Darstellungen. Seiρ : G→ GL(V) eine Darstellung̈uberk.

Definition 1.10. Die Darstellung (V, ρ) heißteinfach, falls V , {0} und falls die
einzigen Unterdarstellungen{0} ⊂ V undV ⊂ V sind.

Die ersten Fragen, die sich für Darstellungstheoretiker stellen, sind folgende:

Wieviele einfache Darstellungen von G über k gibt es?(Wir betrachen f̈ur diese
Frage alle Darstellungen natürlich bis auf Isomorphie, d.h. wir z̈ahlen isomorphe
Darstellungen nur einmal.)

Wie lassen sich diese Darstellungen charakterisieren?(Es ist nicht leicht zu spe-
zifizieren, was ,,charakterisieren” bedeuten soll.)

Oftmals ist eine Antwort auf die erste Frage weitgehend unabhängig vom K̈orper
k (zumindest, wenn man nur algebraisch abgeschlossene Körper in Betracht zieht).
Die zweite Frage ḧangt jedoch fast immer stark von der Arithmetik vonk ab.

Ein Beispiel f̈ur ein typisches Ergebnis in der Darstellungstheorie ist das folgen-
de. Sei daf̈urG eine endliche Gruppe undk ein algebraisch abgeschlossener Körper.



Satz 1.11.Ist die Charakteristik von k kein Teiler der Gruppenordnung (also der
Anzahl der Elemente in G), so gibt es bis auf Isomorphie genauso viele einfache
Darstellungen von G wie Konjugationsklassen in G.

Insbesondere: IstG also eine endliche, abelsche Gruppe undk ein algebraisch
abgeschlossener Körper, dessen Charakteristik kein Teiler ist von|G|, so gibt es
also bis auf Isomorphie genauso viele einfache Darstellungen vonG wie Elemente
in der Gruppe.

Kardinalfrage: L̈aßt sich auf natürliche Weise jedem Element ausG eine einfache
Darstellung zuordnen?

Im Allgemeinen: NEIN! Das Problem ist verwandt zu folgendemPḧanomen: Ist
V ein endlich dimensionalerk-Vektorraum undV∗ sein Dualraum, also der Raum
der linearen Abbildungen vonV nachk, so ist dimV = dimV∗. Also sindV und
V∗ isomorph. Es gibt aber im Allgemeinenkeinenbevorzugten, ,,natürlichen” Iso-
morphismusV → V∗. (Anmerkung: Dualisieren wir zweimal, so gibt es tatsächlich
einen bevorzugten IsomorphismusV → V∗∗!)

1.3. Gruppen ,,mit Struktur”. Wir haben bisher nur den ,,diskreten” Fall von
Darstellungen von Gruppen betrachtet. Oft trägt die Menge, die einer Gruppe zu-
grundeliegt, aber eine zusätzliche Struktur (als topologischer Raum, als Mannigfal-
tigkeit oder als algebraische Varietät), die von den Strukturabbildungen Multiplika-
tion und Inversion respektiert wird (so daß diese Abbildungen also stetig, differen-
zierbar oder algebraisch (regulär) sind). Man spricht dann vontopologischen, von
Lie-Gruppenbzw. vonalgebraischen Gruppen.

Ist nunV ein topologischer Vektorraum, so wird GL(V) eine topologische Grup-
pe, ist V ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum, so ist GL(V) eine Lie-
Gruppe, und istk ein algebraisch abgeschlossener Körper undV ein endliche di-
mensionalerk-Vektorraum, so ist GL(V) eine algebraische Gruppe. Wir können also
von unseren Darstellungenρ : G→ GL(V) verlangen, daß sie stetig, differenzierbar
bzw. regul̈ar sind und erhalten spezielle Kategorien von Darstellungen.

1.4. Darstellungen von Lie-Gruppen. Wir wollen uns nun auf den Fall von Lie-
Gruppen beschränken. In diesem Fall istG also eine differenzierbare Mannigfal-
tigkeit und die Abbildungenm: G × G → G und i : G → G sind differenzierbar.
Wir betrachten endlich dimensionale DarstellungenüberR, dem K̈orper der reel-
len Zahlen. Dann ist auch GL(V) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, und wir
verlangen von einer Darstellungρ : G→ GL(V), daß sie differenzierbar ist.

Wir betrachten nun den TangentialraumTeG von G am neutralen Element. Er
trägt eine besondere algebraische Struktur, nämlich die Struktur einerLie-Algebra.
Dazu betrachten wir die Operation vonG auf sich selbst durchKonjugation. Für
g ∈ G definieren wir:

cg : G → G

x 7→ gxg−1.

Diese Abbildung ist ebenfalls differenzierbar, und da das neutrale Elemente auf
sich abgebildet wird, erhalten wir durch differenzieren ane eine lineare Abbildung



Adg := decg : TeG→ TeG. Es stellt sich heraus, daß die enstehende Abbildung

Ad: G → EndR(TeG)

g 7→ Adg

erneut differenzierbar ist und sogar eine Darstellung vonG liefert, dieadjungierte
Darstellung. Das Bild vone, also Ade, ist die Identiẗat. Wir differenzieren wieder
am neutralen Element, und nach einer IdentifikationTidEndR(TeG) = EndR(TeG)
erreichen wir eine lineare Abbildung

ad: TeG→ EndR(TeG).

Es istüblich, für x, y ∈ TeG folgende Abk̈urzung zu verwenden:

[x, y] := ad(x)(y) ∈ TeG.

Die Abbildung [·, ·] : TeG×TeG→ TeG ist nunR-bilinear. Wir verwenden von nun
an die Notationg := TeG immer dann, wenn wir an das Paar (TeG, [·, ·]) denken.

Man kann nachrechnen, daß folgende Eigenschaften gelten:

(1) [x, x] = 0 für allex ∈ g (Anti-Symmetrie).
(2) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 für allex, y, z ∈ g (Jacobi-Identiẗat).

Dies sind die definierenden Axiome einerLie-Algebra. Wir haben nun also aus einer
Lie-Gruppe eine Lie-Algebra konstruiert (im Wesentlichendurch Differenzieren der
Konjugationsabbildung).

1.5. Darstellungen der Lie-Algebra. Die Konstruktion der Lie-Algebra ist sogar
funktoriell. Ist n̈amlich f : G → H ein Homomorphismus von Lie-Gruppen (also
ein differenzierbarerHomomorphismus von Gruppen), so gilt für das Differential
am neutralen Elementde f : TeG→ TeH und allex, y ∈ TeG die Gleichung

de f ([x, y]) = [de f (x),de f (y)].

Also istde f : g = TeG→ h = TeH einHomomorphismus von Lie-Algebren.

Sei nunV ein reeller Vektorraum von endlicher Dimensionn. Dann ist GL(V) ⊂
EndR(V) � Rn×n eine offene Untermannigfaltigkeit. Insbesondere erhalten wir einen
Identifikation

gl(V) := TeGL(V) = TeEndR(V).

Man kann nachrechnen, daß die Lie-Algebren Struktur aufgl(V) unter dieser
Identifikation gegeben ist durch denKommutatorvon linearen Abbildungen:

[x, y] = x ◦ y− y ◦ x.

(Übung: Man rechne nach, daß die so definierte Lie-Klammer tatsächlich anti-
symmetrisch ist und die Jacobi-Identität erf̈ullt.)

Ist nunρ : G→ GL(V) eine Darstellung der Lie-GruppeG, so ist das Differential

deρ : g→ gl(V) = End(V)

ein Homomorphismus von Lie-Algebren, wie wir oben gesehen haben. Dies nennt
man auch eine Darstellung der Lie-Algebrag. Wir haben also jeder Darstellung der
Lie-GruppeG eine Darstellung ihrer Lie-Algebrag zugeordnet.

Die Darstellungstheorien vonG und vong sind eng verwandt. Wir k̈onnen im
Rahmen dieser Vorlesung nicht näher auf diese Beziehung eingehen. Der obige



Abriss der Darstellungstheorie soll uns genügen, um die Darstellungstheorie von
Lie-Algebren zu motivieren.

2. L-A

Zunächst wollen wir an den Begriff einer Algebräuber einem K̈orperk erinnern.

Definition 2.1. (1) Einek-Algebraist eink-VektorraumA zusammen mit einer
k-bilinearen AbbildungA× A→ A, (a,b) 7→ a · b, derMultiplikation.

(2) Einek-AlgebraA heißtassoziativ, falls für allea,b, c ∈ A gilt: (a · b) · c =
a · (b · c).

(3) Einek-AlgebraA heißtkommutativ, falls für allea,b ∈ A gilt: a · b = b · a.
(4) Einek-AlgebraA heißtunitär, falls es ein Element 1∈ A gibt mit 1 · a =

a · 1 = a für allea ∈ A. Man nennt 1 das Einselement inA.

Wie immer muß man mit einer Klasse von Objekten auch gleich die zugeḧorige
Klasse von Abbildungen definieren. SeienA undB k-Algebren.

Definition 2.2. (1) Einek-lineare Abbildungf : A → B heißtHomomorphis-
mus (von Algebren), falls für allea,b ∈ A gilt: f (a · b) = f (a) · f (b).

(2) Ein bijektiver Homomorphismus von Algebren heißt auchIsomorphismus
(die inverse Abbildung ist dann ebenfalls ein Homomorphismus von Al-
gebren). Die AlgebrenA und B heißen isomorph, falls ein Isomorphismus
f : A→ B existiert.

(3) SindA und B unitäre Algebren mit Einselementen 1A ∈ A und 1B ∈ B, so
heißt ein Homomorphismus von Algebrenf unitär, falls f (1A) = 1B gilt.

Beispiele2.3. (1) Der Polynomringk[Xi , i ∈ I ] in beliebig vielen Ver̈anderli-
chen ist eine kommutative, assoziative und unitärek-Algebra.

(2) Ist V ein k-Vektorraum, so wird der Raum derk-linearen Endomorphismen
Endk(V) mit der Verkettung als Verkn̈upfung eine assoziative, unitäre, i.a.
nicht kommutativek-Algebra.

2.1. Definition von Lie-Algebren. Lie-Algebrensind nun spezielle Algebren, die
i.a. weder kommutativ, noch assoziativ, noch unitär sind.

Definition 2.4. Einek-Lie-Algebraist eink-Vektorraumg zusammen mit einerk-
bilinearen Abbildung [·, ·] : g × g→ g, derLie-Klammer, so daß gilt:

(1) für allex ∈ g ist [x, x] = 0 (Antisymmetrie).
(2) für allex, y, z ∈ g ist [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 (Jacobi-Identiẗat).

Sindg undg′ Lie-Algebren, so nennt man einen Homomorphismusf : g → g′ von
Algebren auch einen Lie-Algebren-Homomorphismus.

Übung2.5. Es gibt bis auf Isomorphie genau zwei zweidimensionaleC-Lie-Algebren.

Lemma 2.6. Ist A eine assoziative k-Algebra, so wird A mit demKommutator

[x, y] := x · y− y · x für x, y ∈ A

als Lie-Klammer eine k-Lie-Algebra.

Übung2.7. Beweisen Sie dieses Lemma.

Ist A eine kommutative Algebra, so ist die Lie-Klammer natürlich konstant Null.
Das motiviert die folgende Definition



Definition 2.8. Eine Lie-Algebrag heißtabelsch, falls [x, y] = 0 für alle x, y ∈ g
gilt.

Beispiel2.9. Ist V ein k-Vektorraum, so haben wir schon gesehen, dass Endk(V)
einek-Algebra ist. Wir schreibengl(V) statt Endk(V), wenn wir uns diesen Raum
als Lie-Algebra zusammen mit dem Kommutator als Lie-Klammer vorstellen.

Übung2.10. Sei A einek-Algebra. Einek-Derivationist einek-lineare Abbildung
δ : A→ A mit der Eigenschaftδ(a · b) = a · δ(b)+ δ(a) · a. Man zeige, daß mitδ und
δ′ auchδ◦ δ′− δ′ ◦ δ ∈ Endk(A) eine Derivation ist, aberδ◦ δ′ im allgemeinen nicht.

Ist A eine Algebra, so ist ein UntervektorraumU ⊂ A eineUnteralgebra, falls für
alle x, y ∈ U gilt, daßx · y ∈ U. Naẗurlich wird U mit der induzierten Verkn̈upfung
dann ebenfalls eine Algebra. Eine Unteralgebrah ⊂ g einer Lie-Algebra ist ebenfalls
eine Lie-Algebra.

Im Folgenden werden für uns vor allem Unter-Lie-Algebren vongl(V) von Be-
deutung sein. Wir schreiben insbesonderegl(n, k) für gl(kn).

Beispiel2.11. (1) Jeder null- oder eindimensionale UnterraumV ⊂ g ist eine
Unter-Lie-Algebra.

(2) Die Diagonalmatrizen, die oberen (oder unteren) Dreiecksmatrizen und die
echten oberen (oder unteren) Dreiecksmatrizen bilden Unter-Lie-Algebren
von gl(n, k).

(3) Der Untervektorraumsl(n, k) ⊂ gl(n, k) aller Endomorphismen mit Spur
Null ist eine Unter-Lie-Algebra.

(4) Sei f : kn× kn→ k die Bilinearform gegeben durch die Einheitsmatrix, also

f ((x1, . . . , xn)
T , (y1, . . . , yn)

T) = x1y1 + · · · + xnyn.

So ist der Unterraum

so(n, k) := {A ∈ gl(n, k) | f (Ax, y) + f (x,Ay) = 0 ∀x, y ∈ kn}

eine Unter-Lie-Algebra vongl(n, k). so(n, k) heißt dieorthogonale Lie-Algebra.

(5) Sei f : k2n×k2n→ k die Bilinearform gegeben durch die Matrix

(

0 En

−En 0

)

,

also

f ((x1, . . . , x2n)
T , (y1, . . . , y2n)

T) = x1yn+1 + · · · + xny2n − xn+1y1 − · · · − x2nyn.

So ist der Unterraum

sp(2n, k) := {A ∈ gl(2n, k) | f (Ax, y) + f (x,Ay) = 0 ∀x, y ∈ k2n}

eine Unter-Lie-Algebra vongl(n, k). sp(n, k) heißt diesymplektische Lie-
Algebra.

Seig eine Lie-Algebra.

Definition 2.12. Ein Idealvong ist ein UntervektorraumI ⊂ g so daß f̈ur allex ∈ g
undy ∈ I gilt: [ x, y] ∈ I . Kurzschreibweise: [g, I ] ⊂ I .

Definition 2.13. Eine Lie-Algebrag heißteinfach, wenng nicht abelsch ist und kein
von {0} undg verschiedenes Ideal ing existiert.

Das erste Hauptziel der Vorlesung ist die folgende Klassifikation von Killing für
einfachekomplexe(alsoC-)Lie-Algebren.



Satz 2.14.Jede endlich dimensionale einfache komplexe Lie-Algebra ist isomorph
zu genau einer der folgenden, einfachen Lie-Algebren:

• Typ An: sl(n,C) mit n≥ 1,
• Typ Bn: so(2n+ 1,C) mit n≥ 2,
• Typ Cn: sp(2n,C) mit n≥ 3,
• Typ Dn: so(2n,C) mit n≥ 4,
• oder den Lie-Algebren vom Typ E6, E7, E8, F4, G2 (dies sind die fünf ,,Aus-

nahme” Lie-Algebren).

Übung2.15. Man bestimme die Dimension der Lie-Algebren der SerienAn, Bn, Cn

undDn.

2.2. Darstellungen von Lie-Algebren. Seig eine Lie Algebra (̈uber dem K̈orper
k).

Definition 2.16. EineDarstellung vong besteht aus einemk-VektorraumV zusam-
men mit einem Homomorphismus

ρ : g→ gl(V)

von Lie-Algebren.

Wie zuvor notieren wirx.v = ρ(x)(v) für allex ∈ g, v ∈ V.

Beispiele2.17. (1) IstV eink-Vektorraum undg ⊂ gl(V) eine Unter-Lie-Algebra,
so definiert diese Inklusion die Struktur einer Darstellungvong aufV. Man
nennt dies die Standarddarstellung. Allgemeiner: Istρ : g→ gl(V) eine Dar-
stellung vong und istg′ ⊂ g eine Unter-Lie Algebra, so definiert die Verket-
tungg′ ⊂ g→ gl(V) eine Darstellung vong′.

(2) Der Vektorraumk zusammen mit der Nullabbildungg→ gl(k) definiert eine
Darstellung vong, die man dietriviale Darstellung nennt.

(3) Seiρ : g→ Endk(g) die Abbildung, diex abbildet auf [x, ·] : g→ g, die also
y abbildet auf [x, y]. Dann istρ ein Homomorphismus von Lie-Algebren, de-
finiert also eine Darstellung vong (Übung!). Man nennt dies dieadjungierte
Darstellung. Das Bild vong unter ad isẗubrigens enthalten im Teilraum der
k-Derivationen auf der Lie-Algebrag.

SeienV undV′ Darstellungen vong.

Definition 2.18. (1) Einek-lineare Abbildungf : V → V′ heißtHomomorphis-
mus von Darstellungen, falls gilt: f (x.v) = x. f (v) für allex ∈ g undv ∈ V.

(2) Ein bijektiver Homomophismus von Darstellungen heißt auch Isomorphis-
musvon Darstellungen. Zwei DarstellungenV undV′ heißenisomorph, falls
ein Isomorphismusf : V → V′ existiert.

SeiV eine Darstellung vong.

Definition 2.19. Ein UntervektorraumU ⊂ V heißtUnterdarstellung, falls für alle
x ∈ g undu ∈ U gilt: x.u ∈ U. Kurzschreibweise:g.U ⊂ U.

Natürlich ist eine Unterdarstellung auf natürliche Weise wieder eine Darstellung
von g.



Proposition 2.20. Sei V eine Darstellung vong und U ⊂ V eine Unterdarstellung.
So gibt es auf dem Quotientenvektorraum V/U genau eine Struktur einer Darstel-
lung vong, so daß die kanonische Abbildung V→ V/U ein Homomorphismus von
Darstellungen wird.

Beweis.Übung. �

Definition 2.21. Eine DarstellungV von g heißteinfach, wennV , {0} und wenn
{0} ⊂ V undV ⊂ V die einzigen Unterdarstellungen vonV sind.

2.3. Einfache Darstellungen vonsl(2, k) endlicher Dimension. Wir betrachten
in diesem Abschnitt Darstellungen der Lie-Algebrasl(2, k). Zun̈achst definieren die
folgenden Elemente aussl(2, k):

e :=

(

0 1
0 0

)

, h :=

(

1 0
0 −1

)

, f :=

(

0 0
1 0

)

.

(e, f ,h) bildet offenbar eine Basis vonsl(2, k). Es gelten die folgenden Formeln für
die Kommutatoren:

[e, f ] = h

[h,e] = 2e

[h, f ] = −2 f

(Übung: Man rechne diese Relationen nach.)

Sei nunρ : sl(2, k)→ Endk(V) eine Darstellung vonsl(2, k). Dann definiert jedes
x ∈ g eine lineare Abbildungρ(x) : V → V. Wir betrachten nun speziellerweise die
durch unser oben definiertes Elementh gegebene. F̈ur λ ∈ k sei

Vλ = {v ∈ V | ρ(h)(v) = λv}

der Eigenraum vonV zum Eigenwertλ bzgl. der Abbildungρ(h).

Lemma 2.22.Für jedesλ ∈ k gilt ρ(e)(Vλ) ⊂ Vλ+2 undρ( f )(Vλ) ⊂ Vλ−2.

Beweis.Seiv ∈ Vλ. So ist

ρ(h)ρ(e)(v) = ρ([h,e])(v) + ρ(e)ρ(h)(v)

= 2ρ(e)(v) + λ(e)(v)

= (λ + 2)ρ(e)(v).

Also istρ(e)(v) ∈ Vλ+2. Die Aussage f̈ur f beweist man analog. �

Der folgende Satz klassifiziert die einfachen Darstellungen der Lie-Algebrasl(2, k)
für einen algebraisch abgeschlossenen Körper der Charakteristik Null.

Satz 2.23.Sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik Null.

(1) Die Abbildung


























Endlich dimensionale
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


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





→ Z>0

V 7→ dimV

ist eine Bijektion. Im Folgenden sei L(n) die einfache Darstellung vonsl(2, k)
der Dimension n+ 1 für n ≥ 0.



(2) L(n) zerfällt unter der Operation von h∈ sl(2, k) in seine Eigenräume:

L(n) = L(n)−n ⊕ L(n)−n+2 ⊕ · · · ⊕ L(n)n

und es giltdimL(n)i = 1 für i = −n,−n+ 2, . . . ,n.
(3) Ist L(n)i , 0 und L(n)i+2 , 0, so induzieren die Operationen von e und f

Isomorphismen

L(n)i
ρ(e)
−−→ L(n)i+2, L(n)i+2

ρ( f )
−−−→ L(n)i .

Beispiele2.24. (1) L(1) ist offenbar die triviale Darstellung. (Übung: Man zei-
ge, daß es bis auf Isomorphie keine weitere Darstellung der Dimension 1
geben kann. Anleitung: Man zeige, daßh = [e, f ] durch Null operieren
muss. Dann nutze man die Kommutatorregeln [h,e] = 2e und [h, f ] = −2 f
aus.)

(2) Die Standarddarstellungsl(2,C) ⊂ gl(2,C) ist offenbar die einfache Darstel-
lung der Dimension 2.

(3) Die adjungierte Darstellung ad:g → gl(g) ist die einfache Darstellung von
Dimension 3.

Beweis.Wir zeigen zun̈achst, daß je zwei einfache Darstellungen vonsl(2,C), die
dieselbe endliche Dimension haben, isomorph sind.

Sei dazuV irgendeine endlich dimensionale Darstellung. Wie in Lemma2.22
definieren wir f̈ur jedesλ ∈ C den EigenraumVλ ⊂ V zum Eigenwertλ unter der
linearen Abbildungρ(h). Da C algebraisch abgeschlossen ist, gibt es mindestens
ein λ mit Vλ , {0}. Da V endlich dimensional ist, gibt es einλ mit Vλ , {0} und
Vλ+2 = {0}. Wir fixieren nun diesesλ und ẅahlen einen Vektorv ∈ Vλ, v , 0.

Dann betrachten wir die Vektoren der Formf i .v = ρ( f )i(v), i ≥ 0. die Kommuta-
torregeln liefern folgende Gleichungen:

h. f i .v = (λ − 2i) f i .v

e. f i .v = i(λ − i + 1) f i−1.v

Insbesondere spannen die Vektorenf i .v, i ≥ 0 eine Unterdarstellung vonV auf.
Ist f i .v , 0, dann sindv, f .v, . . . , f i .v nicht Null und Eigenvektoren vonh zu ver-
schiedenen Eigenwerten, also linear unabhängig. Es gibt also ein kleinstesn ≥ 0
mit f n+1v = 0. Dann istv, f .v, . . . , f n.v eine Basis einer Unterdarstellung vonV. Ist
V nun einfach, so haben wir damit eine Basis vonV konstruiert. Insbesondere ist
n = dimV − 1.

Außerdem haben wir die Operation vonsl(2,C) in dieser Basis explizit angege-
ben. Als Parameter taucht in diesen Matrizen noch die komplexe Zahlλ auf. Aus
f n+1v = 0 folgt 0= e. f n+1v = (n+ 1)(λ − n) f n.v, und da wir f nv , 0 angenommen
haben, erhalten wirλ = n = dimV−1. Damit ḧangen unsere Matrizen für die Abbil-
dungenρ(e), ρ(h) undρ( f ) nur von dimV ab. Insbesondere sind zwei Darstellungen
der gleichen Dimension isomorph und wir haben die Aussagen (2) und (3) unseres
Satzes explizit nachgeprüft.

Es bleibt zu zeigen, daß es zu jeder Dimensionn auch tats̈achlich eine einfa-
che Darstellung vonsl(2,C) gibt. Dazu betrachten wir zunächst den Polynomring
C[X,Y] in zwei Variablen. Man rechnet leicht nach, daß die Abbildungρ : sl(2,C)→



EndC(C[X,Y]) mit

ρ(e) = X∂Y,

ρ( f ) = Y∂X,

ρ(h) = X∂X − Y∂Y

ein Homomorphismus von Lie-Algebren ist, also eine (unendlich dimensionale)
Darstellung definiert. Dazu muß man nur die Kommutatoren zwischen den Deri-
vationen ausrechnen. Es ist beispielsweise

[X∂Y,Y∂X] = X∂Y ◦ Y∂X − Y∂X ◦ X∂Y

= X∂X − XY∂Y∂X − Y∂Y − YX∂X∂Y

= X∂X − Y∂Y,

da∂X∂Y = ∂Y∂X.

Sei C[X,Y]n ⊂ C[X,Y] der Untervektorraum der homogenen Polynome vom
Gradn. Dieser Raum ist offenbar eine Unterdarstellung der Dimensionn + 1, da
unsere Derivationen den Grad eines homogenen Polynoms nicht ändern. Wir be-
haupten, daß diese Unterdarstellung einfach ist. Nun istXn−iYi ein Eigenvektor un-
ter ρ(h) = X∂X − Y∂Y zum Eigenwertn− 2i. Also taucht jeder Eigenwert vonρ(h)
mit Multiplizit ät eins auf. Eine Unterdarstellung wird also notwendigerweise auf-
gespannt durch Monome. Nun folgt aus den Gleichungen

ρ(e)(Xn−iYi) = X∂Y(Xn−iYi)

= iXn−i+1Yi−1

ρ( f )(Xn−iYi) = Y∂X(Xn−iYi)

= (n− i)Xn−i−1Yi+1

daß eine Unterdarstellung mit einem Monom auch alle anderenenthalten muß. Also
istC[X,Y]n einfach. �

3. N  ̈ L-A

Sei g eine Lie-Algebraüber dem K̈orperk. Sind I , J ⊂ g Untervektorr̈aume, so
definieren wir [I , J] ⊂ g als den von allen Elementen [x, y] mit x ∈ I und y ∈ J
aufgespannten Untervektorraum. SindI und J Ideale vong, dann ist auch [I , J] ein
Ideal ing.

Definition 3.1. (1) Dieabsteigende Zentralreihe

g0 ⊃ g1 ⊃ g2 ⊃ . . .

von g ist induktiv durchg0 := g undgi+1
= [g, gi] definiert.

(2) Dieabgeleitete Reihe

g(0) ⊃ g(1) ⊃ g(1) ⊃ . . .

von g ist induktiv durchg(0)
= g undg(i+1)

= [g(i), g(i)] definiert.

Per Induktion folgt, daß sowohlgi als auchg(i) für alle i ≥ 0 Ideale ing sind, und
daßg(i) ⊂ gi.

Definition 3.2. Die Lie-Algebrag heißt

(1) auflösbar, falls g(i) = 0 für i ≫ 0,



(2) nilpotent, falls gi = 0 für i ≫ 0.

Wegeng(i) ⊂ gi ist jede nilpotente Lie-Algebra auflösbar.

Lemma 3.3. Jede Unter-Lie-Algebra und jedes Bild einer nilpotenten Lie-Algebra
ist nilpotent. Jede Unter-Lie-Algebra und jedes Bild einerauflösbaren Lie-Algebra
ist auflösbar.

Bemerkung3.4. Unter ,,Bild einer Lie-Algebra” verstehen wir das Bild einer Lie-
Algebrag unter einem beliebigen Homomorphismusf : g → g′ von Lie-Algebren.
Das Bild ist offensichtlich wieder eine Lie-Algebra.

Beweis.Die Aussage bzgl. Unter-Lie-Algebren folgen sofort aus denDefinitionen.
Induktiv zeigt man leichtf (g)(i)

= f (g(i)) und f (g)i
= f (gi) für alle Homomorphis-

men f : g→ g′ und allei. Daraus folgt die Aussagëuber die Bilder. �

Beispiele3.5. (1) Die Lie-Algebrab(n, k) der oberen Dreiecksmatrizen ingl(n, k)
ist aufl̈osbar.

(2) Die Lie-Algebran(n, k) der echten oberen Dreiecksmatrizen ingl(n, k) ist
nilpotent.

3.1. Nilpotente Lie-Algebren und der Satz von Engel.Der n̈achste Satz stellt
eine verbl̈uffende Verbindung her zwischen nilpotenten Endomorphismen und nil-
potenten Lie-Algebren.

Satz 3.6.Sei k ein Körper, V, 0 eine endlich dimensionaler k-Vektorraum undg ⊂
gl(V) eine Unter-Lie-Algebra, so daß jedes x∈ g ein nilpotenter Endomorphismus
auf V ist. Dann gibt es eine Basis von V, bzgl. derer alle Elemente ausg durch echte
obere Dreiecksmatrizen gegeben sind.

Wir folgern dieses Satz aus folgender Proposition

Proposition 3.7. Seig ⊂ gl(V) wie im Satz. Dann gibt es einen Vektor v∈ V, v, 0
mit x(v) = 0 für alle x ∈ g.

Bemerkung3.8. Natürlich gibt es f̈ur jeden nilpotenten Endomorphismusf ∈ End(V)
einen Vektorv , 0 mit f (v) = 0. Es stimmt aber im Allgemeinen nicht, daß es für
zwei nilpotente Endomorphismenf ,g ∈ End(V) einengemeinsamenVektor v , 0
mit f (v) = g(v) = 0 gibt. Die obige Proposition sagt nun insbesondere, daß, wenn f
undg eine Unter-Lie-Algebra in End(V) erzeugen,deren Elemente allesamt nilpo-
tent sind, es solch einen Vektor doch gibt.

Beweis.Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach der Dimension von g. Im
Fall dimg = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also dimg ≥ 1. Dann gibt es eine maximale
echte Unter-Lie-Algebrag′ ⊂ g, g′ , g (der Fall g′ = 0 ist naẗurlich erlaubt).
Nun betrachten wir die Darstellungρ : g′ → gl(g) von g′ auf dem Vektorraumg,
die gegeben ist durchρ(x) = [x, ·]. Hier ist g′ ⊂ g eine Unterdarstellung, da ja
g′ eine Unter-Lie-Algebra vong ist. Also können wir die Quotientendarstellung
ρ̄ : g′ → g/g′ bilden.

Wir behaupten nun, daß ¯ρ(g′) ⊂ gl(g/g′) eine Unter-Lie-Algebra aus nilpotenten
Endomorphismen ist. Sogar allgemeiner gilt folgendes Lemma:

Lemma 3.9. Sei f: V → V ein nilpotenter Endomorphismus. Dann ist auch die
Abbildungad(f ) : End(V)→ End(V), g 7→ f ◦ g− g ◦ f nilpotent.



Beweis.Seienλ f , ρ f : End(V) → End(V) die Linksverkettung bzw. Rechtsverket-
tung mit f . Dann sindλ f undρ f offensichtlich nilpotent. Außerdem giltλ f ◦ ρ f =

ρ f ◦ λ f . Die Verkn̈upfung kommutierender nilpotenter Endomorphismen ist aber
nilpotent. �

Wir haben nun also gezeigt, daß ¯ρ(g′) ⊂ gl(g/g′) eine Unter-Lie-Algebra beste-
hend aus nilpotenten Endomorphismen ist. Wegen dimg′ < dimg können wir un-
sere Induktionsvoraussetzung anwenden. Es gibt also einenVektor x̄ ∈ g/g′, x̄ , 0
mit ρ̄(g′)(x̄) = 0. Seix ∈ g ein Urbild vonx̄. Dann ist alsox < g′ und [g′, x] ⊂ g′.

Der Unterraumg′ ⊕ kx⊂ g ist also eine Unter-Lie-Algebra. Wegen der Maxima-
lit ät vong′ ist alsog′ ⊕ kx= g. Nun benutzen wir nochmals die Induktionsannahme
und folgern, daß

W := {v ∈ V | g′v = 0} , 0.
Ist v ∈W, so istx(v) ∈W, denn f̈ur alley ∈ g′ gilt

y(x(v)) = [y, x](v) + x(y(v)) = 0+ 0 = 0,

denn [y, x] ∈ g′. Nun istx ∈ End(V) aber nilpotent, also ist auch die Einschränkung
x ∈ End(W) nilpotent. Es existiert also einv ∈ W, v , 0 mit x(v) = 0. Für diesesv
gilt aber danng(v) = 0. Das war zu zeigen. �

Wir zeigen nun, wie Satz 3.6 aus der Proposition 3.7 folgt.

Beweis.Die Aussage des Satzes istäquivalent zu folgender Aussage:Es gibt eine
Kette von Untervektorräumen

0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn = V

mit dimVi = undg(Vi) ⊂ Vi−1 für i ≥ 1

Wir zeigen nun diese zweite Aussage. Nach dem Satz gibt es einv ∈ V, v , 0 mit
gv = 0. SeiV1 der von solch einemv aufgespannte Unterraum. Dann istV1 naẗurlich
eine Unterdarstellung und wir können die DarstellungV/V1 betrachten. Auf dieser
Darstellung operiertg naẗurlich ebenfalls durch nilpotente Endomorphismen. Per
Induktion finden wir eine Kette

0 ⊂ V̄1 ⊂ . . . V̄n−1 = V/V1.

Nun seiVi+1 ⊂ V das Urbild vonV̄i. Die Kette

0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ . . .Vn = V

erfüllt offenbar unsere Bedingungen. �

Definition 3.10. Ein Elementx ∈ g heißtad-nilpotent, falls der Endomorphismus
ad(x) : g→ g nilpotent ist.

Beispiel3.11. Die Elementee und f in sl(2, k), die wir in Abschnitt 2.3 definiert
haben, sind ad-nilpotent, das Elementh aber nicht.

Satz 3.12(Satz von Engel). Eine endlich dimensionale Lie-Algebra ist nilpotent
genau dann, wenn jedes ihrer Elemente ad-nilpotent ist.

Beweis.Seig eine nilpotente Lie-Algebra. Dann ist alsogi = 0 für ein i. Das bedeu-
tet, daß f̈ur beliebigex1, . . . , xi+1 ∈ g der verkettete Kommutator verschwindet:

[x1, [x2, [. . . , [xi , xi+1] . . . ]]] = 0.



Setzen wir insbesonderex1 = x2 = · · · = xi−1 = x, so ist also ad(x)i
= 0, ad(x) also

nilpotent undx damit ad-nilpotent f̈ur jedesx ∈ g.

Sei nun umgekehrt jedesx ad-nilpotent. Das bedeutet, daß das Bild ad(g) ⊂ gl(g)
aus nilpotenten Endomorphismen besteht. Nach Satz 3.6 können wir eine Basis
von g wählen, so daß ad(g) aus echten oberen Dreiecksmatrizen besteht, also eine
Unter-Lie-Algebra einer nilpotenten Lie-Algebra ist, also selbst eine nilpotente Lie-
Algebra ist. Also ist ad(g)i

= 0, also ad(gi) = ad(g)i
= 0 und damitgi+1

= 0. Also ist
g eine nilpotente Lie-Algebra. �

3.2. Auflösbare Lie-Algebren und der Satz von Lie.

Satz 3.13.SeiC ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik Null,
V , {0} ein endlich dimensionalerC-Vektorraum undg ⊂ gl(V) eine auflösbare
Unter-Lie-Algebra. Dann gibt es eine Basis von V, bzgl. derer g aus oberen Drei-
ecksmatrizen besteht.

Wie zuvor folgern wir den obigen Satz aus der nachfolgenden Proposition.

Proposition 3.14.Seig ⊂ gl(V) wie im Satz. Dann gibt es einen simultanen Eigen-
vektor für alle Elemente ausg, also einen Vektor v∈ V, v, 0, mit g(v) ⊂ Cv.

Beweis.Wir beweisen diesen Satz per Induktion nach dimg. Im Fall dimg = 0
können wir jeden Vektorv ∈ V, v , 0, nehmen. Sei also dimg > 0. Dag auflösbar
ist, gilt [g, g] , g. Dann istg/[g, g] eine abelsche Lie-Algebrapositiver Dimensi-
on. Sei Ī ⊂ g/[g, g] ein Teilraum der Kodimension 1. Wegen der Kommutativität
von g/[g, g] ist Ī auch ein Ideal ing/[g, g]. Sei I ⊂ g das Urbild vonĪ unter der
kanonischen Abbildungg→ g/[g, g]. Dann istI ein Ideal ing der Kodimension 1.

Natürlich ist I ebenfalls aufl̈osbar, nach Induktionsvoraussetzung gibt es also ein
v ∈ V, v , 0 mit I (v) ⊂ Cv. Es gibt also eine Linearformλ : I → Cmit x(v) = λ(x)v
für allex ∈ I . Sei

Vλ = {v ∈ V | x(v) = λ(x)v für allex ∈ I }

der zugeḧorige simultane Eigenraum. Wir behaupten nung(Vλ) ⊂ Vλ. Wenn dies
gezeigt ist, dann folgt die Behauptung des Satzes, denn schreiben wir g = I ⊕ Cx
für einen Vektorx ∈ g, x < I , so brauchen wir nur einen Eigenvektor vonx in Vλ zu
finden, um die Aussage des Satzes zu bestätigen.

Wir müssen also zeigen, daß für x ∈ g, y ∈ I undv ∈ Vλ gilt:

y(x(v)) = λ(y)x(v).

Wir brauchen diese Formel natürlich nur für v , 0 zu pr̈ufen. Sei nun

Wi := C{v, x(v), . . . xn(v)},

also der von den Elementenv, x(v), . . . xn(v) in V aufgespannte Teilraum. Per Induk-
tion zeigt man f̈ur alle i ≥ 0

y(xi(v)) ∈ xiy(v) +Wi−1.

Wegeny(v) = λ(y)v können wir also folgern, daß jedesWi invariant unterI ist.
Außerdem finden wir eine Basis vonWi, so daß die Operation von alleny ∈ I
gegeben ist durch obere Dreiecksmatrizen mit dem Wertλ(y) auf der Diagonalen.



Sei nunn ≥ 0 maximal, so daß dimWn = n. Dann istWn auch stabil unter der
Operation vonx, also auch unter [x, y]. Wegen [x, y] ∈ I operiert [x, y] auf Wn also
mit Spur (n+ 1)λ([x, y]). Da die Spur eines Kommutators aber immer Null ist und
daC Charakteristik Null hat, gilt

λ([x, y] = 0.

Nun ist

y(x(v)) = x(y(v)) + [y, x](v)

= λ(y)x(v) + λ([y, x])(v)

= λ(y)x(v).

Dies ist, was wir zeigen wollten. �

Corollary 3.15. Ist g eine endlich dimensionale auflösbare Lie-Algebra, so ist[g, g]
nilpotent.

Aus Satz 3.13 k̈onnen wir folgendes Resultat folgern.

Satz 3.16(Satz von Lie). Jede einfache endlich dimensionale Darstellung einer
komplexen auflösbaren Lie-Algebra ist eindimensional.

4. K ̈ A̈

4.1. Die Killing-Form. Seig eine endlich dimensionale Lie-Algebra.

Definition 4.1. Die bilineare Abbildung

κ : g × g → C

(x, y) 7→ Spur(adx ◦ ady: g→ g)

heißt dieKilling-Form auf g.

Lemma 4.2. Die Killing-Form hat folgende Eigenschaften:

(1) Für alle x, y ∈ g gilt κ(x, y) = κ(y, x) (Symmetrie).
(2) Für alle x, y, z ∈ g gilt κ(x, [y, z]) = κ([x, y], z) (Invarianz).

Übung4.3. Man berechne die Killing-Form vonsl(2,C) und zeige, daß sie nicht
ausgeartet ist.

Übung4.4. Die Killing-Form einer endlich dimensionalen nilpotentenLie-Algebra
ist konstant Null.

Der folgende Satz liefert ein nützliches Kriterium f̈ur die Auflösbarkeit einer
komplexen endlich dimensionalen Lie-Algebra.

Satz 4.5.Seig eine komplexe endlich dimensionale Lie-Algebra. Genau dann ist g
auflösbar, wenn gilt

κ(g, [g, g]) = 0.

Wir werden obigen Satz aus dem folgenden folgern.

Satz 4.6. (Kriterium von Cartan) Sei V ein endlich dimensionaler komplexer Vek-
torraum. Eine Unter-Lie-Algebrag ⊂ gl(V) ist genau dann auflösbar, wennSpur(xy) =
0 für alle x ∈ g und y∈ [g, g] gilt.



Bevor wir das Kriterium von Cartan beweisen, folgern wir daraus Satz 4.5.

Beweis.Sei g eine komplexe endlich dimensionale auflösbare Lie-Algebra. Dann
ist auch ad(g) ⊂ gl(g) auflösbar. Nach Satz 3.13 gibt es eine Basis vong bzgl.
derer ad(g) in den oberen Dreiecksmatrizen liegt. Dann liegt [ad(g),ad(g)] aber in
den echten oberen Dreiecksmatrizen, was Spur(adx ◦ ady) = 0 für alle x ∈ g und
y ∈ [g, g] zeigt.

Sei umgekehrt nung eine komplexe endlich dimensionale Lie-Algebra mit der
Eigenschaftκ(g, [g, g]) = 0. Nach dem Cartan Kriterium ist dann ad(g) ⊂ gl(g) eine
auflösbare Unter-Lie-Algebra. Wegen ad(g(n)) = ad(g)(n) ist also ad(g(n)) = 0 für ein
n≫ 0 und damitg(n+1)

= [g(n), g(n)] = 0, also istg auflösbar. �

Nun müssen wir noch das Aufl̈osbarkeitskriterium von Cartan zeigen.

4.2. Erinnerung: halbeinfache und nilpotente Endomorphismen. wir erinnern
an eines der Hauptergebnisse der linearen Algebra, dieJordan-Zerlegung.

Satz 4.7.Sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper.

(1) Sei V ein endlich dimensionaler k-Vektorraum und x: V → V ein Endomor-
phismus. Dann gibt es eindeutig bestimmte Abbildungen xs, xn : V → V mit
folgenden Eigenschaften:
(a) x = xs+ xn.
(b) xs ist diagonalisierbar und xn ist nilpotent.
(c) Es gilt xs ◦ xn = xn ◦ xs.

(2) Sind V und W endlich dimensionale k-Vektorräume und sind x∈ Endk(V),
y ∈ Endk(W) und f ∈ Homk(V,W) gegeben, sodaß f◦ x = y◦ f , so gilt auch
f ◦ xs = ys ◦ f und f ◦ xn = yn ◦ f .

Beweis.Für λ ∈ k undx ∈ Endk(V) sei

H(λ, x) = {v ∈ V | (x− λ)n(v) = 0 für n≫ 0}

der Hauptraum zuλ. Dann istV =
⊕

λ∈k H(λ, x). Definieren wir nunxs ∈ Endk(V)
so, daßxs auf H(λ, x) durch Multiplikation mitλ operiert, so istxs diagonalisierbar,
xn := x − xs nilpotent undxs ◦ xn = xn ◦ xs. Damit ist die Existenzbehauptung im
Teil (1) des Satzes gezeigt.

Bevor wir die Eindeutigkeit der obigen Zerlegung zeigen, beweisen wir Teil (2)
des Satzes für die eben definiertenxs undxn.

Seien alsox, y und f wie im Teil (2) des Satzes gegeben. So bildetf für jedes
λ ∈ k den HauptraumH(λ, x) in den HauptraumH(λ, y) ab. Dann gilt sicherlich
f ◦ xs = ys ◦ f , also auchf ◦ xn = yn ◦ f . Damit ist Teil (2) f̈ur unsere speziellenxs

undxn bzw.ys undyn gezeigt.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeitsaussage in Teil (1). Sei dazu x = x′s + x′n eine
weitere Zerlegung mitx′s diagonalisierbar,x′n nilpotent undx′s ◦ x′n = x′n ◦ x′s. Insbe-
sondere kommutiertxs dann mit dem Endomorphismusx, nach Teil (2) also auch
mit x′s. Damit ist xs − x′s ein diagonalisierbarer Endomorphismus. Analog erkennt
man, daßxn − x′n ein nilpotenter Endomorphismus ist. Dann ist

xs− x′s = xn − x′n
ein diagonalisierbarer und nilpotenter Endomorphismus, also Null. �



Lemma 4.8. Für x ∈ End(V) gilt im xs ⊂ im x.

Beweis.Da x undxs jeden Hauptraum stabilisieren, können wirV = H(λ, x) anneh-
men. Istλ = 0, so ist imxs = 0. Istλ , 0, so ist imx = V. In beider F̈allen ist de
Aussage des Lemmas offensichtlich. �

Lemma 4.9. Für x ∈ End(V) ist

ad(x) = ad(xs) + ad(xn)

die Jordan-Zerlegung vonad(x) in End(End(V)), es gilt also

ad(x)s = ad(xs), ad(x)n = ad(xn).

Beweis.Zunächst ist ad(xn) nilpotent nach Lemma 3.9, und ad(xs) und ad(xn) kom-
mutieren, daxs und xn dies tun. Wir m̈ussen also nur noch zeigen, daß ad(xs) dia-
gonalisierbar ist. Ẅahlen wir eine Basisv1, . . . , vn vonV aus Eigenvektoren vonxs,
so identifizieren wirgl(V) mit Mat(n × n,V). Die StandardmatrizenEi j sind dann
Eigenvektoren der Operation von ad(xs), denn istλ der Eigenwert vonvi (unterxs)
undµ der Eigenwert vonvj, so istλ−µ der Eigenwert vonEi j unter ad(xs), wie man
an folgender Gleichung sieht:

(

λ 0
0 µ

) (

0 1
0 0

)

−

(

0 1
0 0

) (

λ 0
0 µ

)

=

(

0 λ − µ

0 0

)

.

�

Wir werden das Cartan-Kriterium aus folgendem Lemma folgern:

Lemma 4.10. Sei V ein endlich dimensionaler komplexer Vektorraum und seien
A ⊂ B ⊂ EndC(V) zwei Untervektorräume. Sei x∈ EndC(V) so, daßad(x)(B) ⊂ A.
Gilt Spur(xz) = 0 für alle z∈ EndC(V) mit ad(z)(B) ⊂ A, dann ist x nilpotent.

Beweis.Sei x = xs + xn die Jordan-Zerlegung vonx. Nach Lemma 4.9 ist ad(x)s =

ad(xs). Nach Lemma 4.8 gilt ad(x)s(B) ⊂ ad(x)(B) ⊂ A. Also gilt ad(xs)(B) ⊂ A.
Damit liegen also alle Eigenräume zu von Null verschiedenen Eigenwerten von
ad(xs) in A.

Nun seiz ∈ EndC(V) dadurch definiert, daßz auf einem Eigenvektor vonxs zum
Eigenwertλ durch Multiplikation mit dem komplex konjugierten Wertλ operiert.
Dann ist der Eigenraum von ad(xs) zum Eigenwertλ auch der Eigenraum von ad(z)
zum Eigenwertλ. Da nun alle Eigenr̈aume zuλ , 0 schon inA enthalten sind, gilt
ad(z)(B) ⊂ A.

Nach unseren Voraussetzungen ist Spur(xz) = 0. Diese Spur ist aber die Summe
der Ausdr̈uckeλλ, wobei λ die Eigenwerte vonx mit Mulitplizit äten durchl̈auft.
Damit ist Null der einzige Eigenwert vonx, also istx nilpotent. �

Beweis des Cartan-Kriteriums.Ist g auflösbar, so gibt es eine Basis vonV, bzgl.
dererg gegeben ist durch obere Dreiecksmatrizen. Dann ist [g, g] gegeben durch
echte obere Dreiecksmatrizen, ebenso wie jedes Elementxymit x ∈ g undy ∈ [g, g].
Daraus folgt Spur(xy) = 0.

Gelte nun umgekehrt Spur(xy) = 0 für alle x ∈ g und y ∈ [g, g]. Wir zeigen
nun, daß jedesy ∈ [g, g] nilpotent ist. Nach Satz 3.6 ist [g, g] dann nilpotent, alsog



auflösbar. Nun betrachten wir die Inklusionen [g, g] ⊂ g ⊂ End(V) und zeigen, daß
für allez ∈ End(V) mit [z, g] ⊂ [g, g] gilt, daß Spur(yz) = 0. Nach dem Lemma 4.10
ist y dann nilpotent.

Wir wählen also ein solchesz. Ist y =
∑

[ai ,bi] mit ai ,bi ∈ g, so ist

Spur(yz) =
∑

Spur([ai ,bi]z) =
∑

Spur(ai[bi , z]) = 0

nach Voraussetzung, dennai ∈ g und [bi , z] ∈ [g, g]. (Man beachte Spur([a,b]c) =
Spur(abc− bac) = Spur(abc− acb) = Spur(a[b, c]) wegen Spur(bac) = Spur(acb).)

�

5. H  L-A

Satz 5.1.Seig eine endlich dimensionale komplexe Lie-Algebra. Dann sindgleich-
bedeutend:

(1) g besitzt kein von Null verschiedenes abelsches Ideal.
(2) g besitzt kein von Null verschiedenes auflösbares Ideal.
(3) g ist als Lie-Algebra isomorph zu einer Summe einfacher Lie-Algebren.
(4) g ist die direkte Summe von Idealen, die als Lie-Algebren einfach sind.
(5) Die Killing-Form aufg ist nicht ausgeartet.

Bemerkung5.2. Sinda undb Lie-Algebren, so tr̈agt die direkte Summea ⊕ b eine
naẗurliche Struktur einer Lie-Algebra. Die Lie-Klammer ist gegeben durch

[(a,b), (a′,b′)] = ([a,a′], [b,b′])

für a,a′ ∈ a undb,b′ ∈ b. Die naẗurlichen Inklusionena ⊂ a ⊕ b undb ⊂ a ⊕ b sind
Ideale. Umgekehrt ist eine direkte Summe von Idealen einer Lie-Algebra auch eine
direkte Summe von Lie-Algebren!

Definition 5.3. Eine komplexe endlich dimensionale Lie-Algebra, die dieäquiva-
lenten Bedingungen im Theorem 5.1 erfüllt, heißthalbeinfach.

Bemerkung5.4. Jede einfache Lie-Algebra ist natürlich halbeinfach.̈Ubrigens be-
sitzt g = 0 kein von Null verschiedenes Ideal, ist also halbeinfach!

Definition 5.5. Eine endlich dimensionale komplexe Lie-Algebra heißtreduktiv,
falls ihre adjungierte Darstellung die direkte Summe von einfachen Darstellungen
ist.

Mit Hilfe der obigen Charakterisierungen kann man ohne Probleme erkennen,
daß jede halbeinfache Lie-Algebra reduktiv ist.

Übung5.6. gl(2,C) ist eine reduktive Lie-Algebra.

Beweis von Satz 5.1.Natürlich folgt (1) aus (2). Wir zeigen umgekehrt, daß (2) aus
(1) folgt. SeiI ⊂ g also ein aufl̈osbares Ideal. Dann istI (n)

= [I , I ] ein Idealvong. Ist
I nun von Null verschieden, dann gibt es einn ≥ 0, so daßI (n)

, 0, aberI (n+1)
= 0,

also istI (n) ein von Null verschiedenes abelsches Ideal, was unserer Voraussetzung
(1) widerspricht. Also istI = 0 und (2) folgt aus (1).

Nun zeigen wir, daß (5) aus (2) folgt. Wir betrachten

radκ = g⊥ = {x ∈ g | κ(x, g) = 0}.

Wegen der Invarianz vonκ ist radκ ⊂ g ein Ideal. Außerdem istκ|radκ×radκ = 0.
Nun ist κ|radκ×radκ aber die Killing-Form auf der Lie-Algebra radκ. Dies gilt ganz



allgemein f̈ur ein beliebiges Ideal, denn für x, y ∈ I ist ad(x)ad(y) : g → g ein
Endomorphismus mit ad(x)ad(y)(g) ⊂ I , damit

Spur(ad(x)ad(y)) = Spur(ad(x)ad(y)|I ) = Spur(ad(x)|Iad(y)|I ).

Also ist die Killing-Form auf radκ konstant Null. Nach Theorem 4.5 ist radκ also
auflösbar. Nach unserer Annahme (2) ist also radκ = 0, alsoκ nicht ausgeartet.

Nun zeigen wir die Implikation (5)=⇒ (1). Ist I ⊂ g ein abelsches Ideal, so
ist ad(y)ad(x)ad(y)(g) = 0 für x ∈ g und y ∈ I , also (ad(x)ad(y))2

= 0, also ist
κ(x, y) = Spur(ad(x)ad(y)) = 0 für allex ∈ g undy ∈ I . Nach (5) istI = 0.

Nun zeigen wir, daß (2)=⇒ (4). Mit jedem IdealI von g ist auchI⊥ = {x ∈
g| κ(x, I ) = 0} ein Ideal ing, denn f̈ur z ∈ g, x ∈ I⊥ undy ∈ I gilt

κ([x, z], y) = κ(x, [z, y]) = 0,

da x ∈ I⊥ und [z, y] ∈ I . Auf I ∩ I⊥ verschwindetκ und wie zuvor erkennen wir,
daßI ∩ I⊥ auflösbar ist. Nach (2) ist alsoI ∩ I⊥ = 0 für jedes IdealI . Naẗurlich
ist g = I ⊕ I⊥. Außerdem gilt [I , I⊥] ⊂ I ∩ I⊥ = 0 und wir erkennen, daßg die
direkte Summe (als Lie-Algebra) der Lie-AlgebrenI und I⊥ ist. Es folgt, daß jedes
Ideal von I oder I⊥ auch ein Ideal vong ist. Damit gibt es also keine von Null
verschiedenen auflösbaren Ideale inI oderI⊥. Per Induktion folgern wir daraus (4).

Nun folgt (3) aus (4), da eine direkte Summe von Idealen auch eine direkte Sum-
me von Lie-Algebren ist (siehe Bemerkung 5.2).

Bleibt noch (3) =⇒ (2) zu zeigen. Istg = g1 ⊕ · · · ⊕ gn die direkte Summe
einfacher Lie-Algebren und istI ⊂ g ein Ideal, so ist auchπi(I ) ⊂ gi ein Ideal,
wobei πi : g → gi die Projektion entlang obiger Zerlegung ist. Dagi einfach ist,
können nur die F̈alleπi(I ) = 0 oderπi(I ) = gi vorkommen. Ist nunI auflösbar, so ist
auchπi(I ) auflösbar f̈ur alle i, alsoπi(I ) = 0 für alle i. Also ist I = 0. �

Übung5.7. Ist g halbeinfach, so giltg = [g, g].

Übung5.8. Jedes Ideal einer komplexen halbeinfachen Lie-Algebra isthalbeinfach.
Jeder Quotient einer komplexen halbeinfachen Lie-Algebraist halbeinfach. Ist jede
Unter-Lie-Algebra einer komplexen halbeinfachen Lie-Algebra halbeinfach?

Übung5.9. Seig eine endlich dimensionale komplexe reduktive Lie-Algebra. So ist

g = [g, g] ⊕ z

als Lie-Algebra. (Hier ist

z = {x ∈ g | [x, g] = 0}

dasZentrumvon g (der Kern der Abbildung ad:g→ gl(g).)

6. H D   S W

6.1. Das Lemma von Schur.Sei g eine Lie-Algebraüber einem algebraisch ab-
geschlossenen K̈orperk

Lemma 6.1. [Lemma von Schur] Sei V eine endlich dimensionale einfache Darstel-
lung vong. Dann ist jeder Endomorphismus f: V → V von Darstellungen gegeben
durch Multiplikation mit einem Skalarλ, also f(v) = λv für alle v∈ V.



Beweis.Da V einfach ist, istV , 0. Da k algebraisch abgeschlossen ist, gibt es
zumindest einen Eigenwertλ ∈ k ein von f . SeiVλ der entsprechende Eigenraum.
Dann istVλ ⊂ V eine Unterdarstellung vonV, alsoVλ = V. �

6.2. Halbeinfache Darstellungen.Seig eine Lie-Algebräuber einem K̈orperk.

Lemma 6.2. Sind U1, . . . , Un Darstellungen vong, so gibt es auf der direkten Sum-
me U := U1 ⊕ · · · ⊕ Un genau eine Struktur einer Darstellung vong, so daß die
Projektionenπ : U → Ui entlang obiger Zerlegung Homomorphismen von Darstel-
lungen sind.

Beweis.Übung. �

Definition 6.3. Eine DarstellungV von g heißthalbeinfach, falls V isomorph zu
einer direkten Summe von einfachen Darstellungen ist.

Theorem 6.4.Für eine Darstellung V vong sind gleichbedeutend:

(1) V ist halbeinfach.
(2) V ist die Summe einfacher Unterdarstellungen.
(3) Jede Unterdarstellung U⊂ V besitzt ein Komplement, d.h. es existiert eine

Unterdarstellung U′ ⊂ V mit V= U ⊕ U′.

Beweis.(1) =⇒ (2) ist trivial. Wir zeigen, daß (3) aus (2) folgt. Sei dazuU ⊂ V eine
Unterdarstellung. SeiU′ ⊂ U eine maximale Unterdarstellung mit der Eigenschaft
U∩U′ = 0. IstU⊕U′ , V, so gibt es nach (2) eine einfache UnterdarstellungL von
V, die nicht inU ⊕U′ enthalten ist. Aus der Einfachheit vonL folgt L∩U ⊕U′ = 0,
also ist die Summe vonU, U′ und L direkt im Widerspruch zur Maximalität von
U′.

Wir zeigen (3)=⇒ (1). Sei alsoV eine endlich dimensionale Darstellung, für
die (3) gilt. IstV = 0, so ist nichts zu zeigen. Ansonsten enthält V eine einfache
DarstellungL ⊂ V. SeiL′ eines ihrer Komplemente. Nun gilt (3) auch, wenn man
in der AussageV durchL′ ersetzt. Denn istU ⊂ L′ eine Unterdarstellung und ist
U′ ein Komplement inV, so ist das Bild vonU′ unter der Projektion vonV nach
L′ entlangL ein Komplement vonU in L′. Per Induktionüber die Dimension einer
Darstellung folgt, daßL′ halbeinfach ist. Also istV halbeinfach. �

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist der Satz von Weyl, für dessen Beweis
wir einige Vorbereitungen brauchen. Hier ist zunächst einmal die Aussage:

6.3. Der Satz von Weyl.

Theorem 6.5(Satz von Weyl). Jede endlich dimensionale Darstellung einer kom-
plexen halbeinfachen Lie-Algebra ist halbeinfach.

6.4. Der Casimir-Operator. Sei g eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra. Sei
x1, . . . , xn eine Basis vong. Nach den̈aquivalenten Charakterisierungen von Hal-
beinfachheit in Satz 5.1 ist die Killing-Formκ auf g nicht ausgeartet. Wir k̈onnen
also diedualeBasisx∗1, . . . , x

∗
n charakterisieren durch die Vorschrift

κ(xi , x
∗
j ) = δi j =















1, falls i = j,

0, sonst.



Nun seiV eine Darstellung vong. Wir definieren eine lineare AbbildungC : V →
V durch die Vorschrift

C(v) =
∑

xi x
∗
i (v)

für v ∈ V.

Übung6.6. Man zeige, daß die AbbildungC nicht von der Wahl der Basisx1, . . . , xn

abḧangt.

Lemma 6.7. C ist ein Homomorphismus von Darstellungen.

Bemerkung6.8. Man nenntC denCasimir-Operator.

Beweis.Seiy ∈ g und seienai j ,bi j ∈ C gegeben durch

[xi , y] =
∑

ai j xj ,

[y, x∗i ] =
∑

bi j x
∗
j .

Nun ist
ai j = κ([xi , y], x∗j ) = κ(xi , [y, x

∗
j ]) = bji .

Weiter ist

C(yv) =
∑

i

xi x
∗
i yv

=

∑

i

xi[x
∗
i , y]v+

∑

i

xiyx∗i v

=

∑

i, j

−bi j xi x
∗
jv+

∑

i

[xi , y]x∗i v+
∑

i

yxi x
∗
i v

=

∑

i, j

−bi j xi x
∗
jv+

∑

i, j

ai j xj x
∗
i v+ yC(v)

= yC(v).

�

Übung6.9. Man zeige, daß f̈ur g = sl(2,C) der HomomorphismusC gegeben ist
durch die Operation von

1
4

e f +
1
4

f e+
1
8

h2.

Auf der endlich dimensionalen DarstellungL(n) mußC durch einen Skalar operie-
ren nach dem Lemma von Schur. Man berechne diesen Skalar.

Übung 6.10. Sei g eine (halb)einfache Lie-Algebra. Dann operiert der Casimir-
Operator als die Identität auf der adjungierten Darstellung. (Anmerkung: Man be-
rechne die Spur des Casimir-Operators.)

6.5. Homomorphismen zwischen Darstellungen.Sind V und W Vektorr̈aume
über dem K̈orperk, so notieren wir Homk(V,W) für den Raum derk-linearen Ab-
bildungen vonV nachW. Ist g einek-Lie-Algebra und sindV undW Darstellungen
von g, so tr̈agt Homk(V,W) eine naẗurliche Struktur als Darstellung vong mittels

(x. f )(v) = x.( f (v)) − f (x.v)

für x ∈ g, v ∈ V, f ∈ Homk(V,W).



Für eine DarstellungV von g definieren wir

Vg := {v ∈ V | x.v = 0 für allex ∈ g},

gV := {x.v | x ∈ g, v ∈ V}.

Dies sind offenbar Unterdarstellungen vonV.

Wir schreiben Homg(V,W) für den Raum der Homomorphismen von Darstellun-
gen vonV nachW. Offensichtlich ist

Homg(V,W) = Homk(V,W)g.

Lemma 6.11. Sei V eine endlich dimensionale Darstellung einer komplexen halb-
einfachen Lie-Algebrag. Dann ist

V = Vg ⊕ gV.

Beweis.Wir können annehmen, daßV unzerlegbar ist. IstV = Vg, so istgV = 0
und unsere Behauptung folgt. Sei deshalbV , Vg. Die Darstellung sei durch den
Homomorphismusρ : g → gl(V) gegeben. Dann istρ(g) ⊂ gl(V) eine halbeinfache
Unter-Lie-Algebra undρ(g) , 0.

Nun betrachten wir die symmetrische Bilinearform

κ′ : ρ(g) × ρ(g) → C

(x, y) 7→ Spur(x ◦ y)

(wir betrachten hierx undy als Endomorphismen vonV). Wie im Fall der Killing-
Form zeigen wir, daßκ′ eine invariante, symmetrische, nicht ausgeartete Bilinear-
form ist (ihr Radikal ẅare aufl̈osbar nach dem Cartan-Kriterium, daρ(g) halbeinfach
ist, ist das Radikal also Null).

Nun wählen wir wie zuvor eine Basis{xi} von ρ(g) und bilden die duale Basis
{x∗i } bzgl.κ′. Dies liefert uns eine lineare Abbildung

C′ : V → V

v 7→
∑

xi x
∗
i (v),

und wie zuvor erkennen wir, daßC′ ein Homomorphismus von Darstellungen von
g ist. Es ist aber

SpurC =
∑

i

Spurxi x
∗
i =

∑

i

1 = dimC ρ(g).

Nun betrachten wir die Eigenwerte vonC auf V. Jeder Hauptraum ist eine Un-
terdarstellung vong, daC ein Endomorphismus von Darstellungen ist. Wegen der
Unzerlegbarkeit vonV gibt es also nur einen Eigenwert. Wegen SpurC = dimC ρ(g)
kann dieser Eigenwert nicht Null sein. Also istC ein Isomorphismus aufV, also
CV = V, alsoV = gV undVg = 0. �

Wir beweisen nun den Satz von Weyl.

Beweis des Satzes von Weyl.SeiV eine endlich-dimensionale Darstellung der hal-
beinfachen komplexen Lie-Algebrag. Nach Satz 6.4 reicht es zu zeigen, daß jede
UnterdarstellungU von V ein Komplement besitzt. Wir ẅahlen also eine solche
UnterdarstellungU und betrachten die Restriktionsabbildung

HomC(V,U)→ HomC(U,U).



Dies ist ein Homorphismus von Darstellungen. Wir können diese Darstellungen nun
nach Lemma 6.11 zerlegen:

HomC(V,U) = HomC(V,U)g ⊕ gHomC(V,U)

HomC(U,U) = HomC(U,U)g ⊕ gHomC(U,U).

Die Restriktionsabbildung ist kompatibel mit diesen Zerlegungen, da sie ein Ho-
momorphismus von Darstellungen ist. Wir erhalten insbesondere eine surjektive
Abbildung

Hom(V,U)g→→Hom(U,U)g.

Nun ist idU ∈ Hom(U,U)g. Sei f ∈ Hom(V,U)g ein Urbild von idU . So ist offenbar
V = U ⊕ ker f eine direkte Summe von Darstellungen, was zu beweisen war.�

7. D  J

In Satz 4.7 haben wir die Jordanzerlegungx = xs + xn eines Endomorphismus
x eines endlich dimensionalen VektorraumsV eingef̈uhrt. Im folgenden wollen wir
eine solche Zerlegung für jedes Element einer halbeinfachen Lie-Algebrag defi-
nieren. Um Verwechslungen zu vermeiden, nennt man die Jordanzerlegung eines
Endomorphismus nach Satz 4.7 diekonkrete Jordanzerlegung, und die Zerlegung
eines Elements einer halbeinfachen Lie-Algebra dieabstrakte Jordanzerlegung. Das
Hauptergebnis dieses Abschnitts ist folgendes:

Theorem 7.1.Seig eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra.

(1) Für jedes x∈ g gibt es eindeutig bestimmte Elemente s,n ∈ g mit den
Eigenschaften:
(a) x = s+ n,
(b) [s,n] = 0,
(c) ad(s) : g→ g ist diagonalisierbar undad(n) : g→ g ist nilpotent.

(2) Ist φ : g → g′ ein Homomorphismus von halbeinfachen komplexen Lie-
Algebren und ist x= s+ n die Zerlegung aus (1), so istφ(x) = φ(s) + φ(n)
die entsprechende Zerlegung vonφ(x) in g′.

(3) Ist V ein endlich dimensionaler Vektorraum undg ⊂ gl(V) eine halbeinfache
komplexe Unter-Lie-Algebra, so stimmen die abstrakte Jordanzerlegung in
g und die konkrete Jordanzerlegung ingl(V) für jedes Element ausg überein.

Beweis.Wir beginnen mit der Aussage zur Eindeutigkeit in (1). Der Kern von
ad: g→ gl(g) ist ein abelsches Ideal, also Null nach der Charakterisierung halbein-
facher Lie-Algebren in Satz 5.1, und damit ist ad injektiv. Sind nunx = s+n = s′+n′

zwei Zerlegungen wie in (1), so folgt ad(s) = ad(s′) und ad(n) = ad(n′), alsos= s′

undn = n′.

Wir zeigen nun die Existenz der Zerlegung in (1). Dazu benutzen wir folgendes
Lemma:

Lemma 7.2. Sei V ein endlich dimensionaler komplexer Vektorraum undg′ ⊂ gl(V)
eine halbeinfache Unter-Lie-Algebra. Ist x∈ g′ und ist x= xs + xn die konkrete
Jordanzerlegung ingl(V), so ist xs ∈ g′ und xn ∈ g′.

Beweis.SeiX ⊂ gl(V) Unterraum aller Endomorphismeny mit den Eigenschaften:

(1) [y, g′] ⊂ g′,



(2) Ist W ⊂ V stabil unter der Operation vong′, so auch unter der Operation
von y und es gilt Spury|W = 0.

Nun gilt g′ ⊂ X (die Eigenschafẗuber die Spur in (2) folgt ausg′ = [g′, g′]). Nach (1)
ist X eine Unter-Lie-Algebra vongl(V) undg′ ⊂ X ist ein Ideal. Sei nung⊥ ⊂ X der
Orthogonalraum vong′ unter der Killing-Form aufX. Dann ist, wegen der Invarianz
der Killing-Form,g⊥ ein Ideal vonX. Dag′ ⊂ X ein Ideal ist, ist die Einschränkung
der Killing-Form vonX auf g′ die Killing-Form aufg′. Wegen der Halbeinfachheit
von g′ ist die Killing-Form nicht ausgeartet aufg′ und wir folgern

g′ ∩ g⊥ = {0}.

Dimensionsvergleich zeigtX = g′ ⊕ g⊥.

Wir behaupten nung⊥ = 0, alsoX = g′. Zum Beweis ẅahlen wiry ∈ g⊥. Sei
W ⊂ V stabil unterg′. Nach Voraussetzung operierty auf W mit Spur Null. Wegen
[y, g′] = 0 (dag⊥ ⊂ X ein Ideal ist), operiertysogar durch eineng′-Endomorphismus
auf W. Ist W eine einfache Darstellung vong′, so operierty nach dem Lemma von
Schur durch einen Skalar, der aber Null sein muss nach der Bedingung an die Spur.
Nun zerf̈allt V nach dem Satz von Weyl in die direkte Summe einfacher Darstellun-
gen vong′. Also isty = 0 und damitX = g′.

Sei nunx ∈ g′ = X und x = xs + xn die konkrete Jordanzerlegung ingl(V). Wir
wollen zeigen, dass auchxs ein Element inX ist, also die Eigenschaften (1) und (2)
obiger Definition hat. Nach (1) stabilisiert ad(x) den Teilraumg′ von gl(V). Nach
Lemma 4.9 ist ad(x) = ad(xs) + ad(xn) die Jordanzerlegung ingl(gl(V)) und nach
Lemma 4.8 gilt im ad(xs) ⊂ im ad(x). Also folgern wir ad(xs)(g′) ⊂ g′. Aus Lemma
4.8 folgt auch, daß jederx-stabile TeilraumW ⊂ V stabil unterxs ist. Da die Spur
von x auf W mit der Spur vonxs auf W übereinstimmt, ist letztere also Null. Also
gilt xs ∈ X und damit auchxn ∈ X. WegenX = g′ gilt alsoxs, xn ∈ g

′, was zu zeigen
war. �

Nun setzen wir den Beweis von Satz 7.1 fort und zeigen insbesondere die Exi-
stenz der abstrakten Jordanzerlegung. Sei alsox ∈ g. Nun ist ad(g) ⊂ gl(g) eine hal-
beinfache Unter-Lie-Algebra. Nach obigem Lemma ist also ad(x)s,ad(x)n ∈ ad(g).
Nun können wir also Urbilders und n ausg von ad(x)s und ad(x)n wählen. Die
Bedingungen ans undn folgen nun aus den analogen Eigenschaften der konkreten
Jordanzerlegung mittels der Injektivität von ad. Damit haben wir Teil (1) von Satz
7.1 gezeigt.

Sei nunρ : g → gl(V) eine Darstellung undx = s + n die Zerlegung nach
(1) von x ∈ g. Wir behaupten, daßρ(x) = ρ(s) + ρ(n) die konkrete Jordanzerle-
gung vonρ(x) in gl(V) ist. Da ρ ein Homomorphismus von Lie-Algebren ist gilt
ρ ◦ ad(x) = ad(ρ(x)) für alle x ∈ g, d.h. daß folgendes Diagramm kommutiert:

g

ad(x)

��

ρ
// ρ(g)

adρ(g)(ρ(x))
��

g
ρ

// ρ(g).
Es bleibt kommutativ, wenn wir für die beiden vertikalen Abbildungen den halbein-
fachen Teil im Sinne der konkreten Jordanzerlegung nehmen:



g

ad(x)s

��

ρ
// ρ(g)

adρ(g)(ρ(x))s

��

g
ρ

// ρ(g).

Nach Definition der abstrakten Jordanzerlegung ist die linke vertikale Abbildung
aber ad(s). Außerdem kommutiert das erste Diagramm auch, wenn wirx durch s
ersetzen. Daρ : g→ ρ(g) surjektiv ist, erhalten wir

adρ(g)(ρ(s)) = (adρ(g)ρ(x))s.

Außerdem gilt (adρ(g)(ρ(x))s = adρ(g)(ρ(x)s) und wir erhalten

adρ(g)(ρ(s)) = adρ(g)(ρ(x)s).

Da adρ(g) : ρ(g) → gl(ρ(g)) injektiv ist, folgt ρ(s) = ρ(x)s. Damit haben wir insbe-
sondere (3) gezeigt.

Ist nunφ : g → g′ ein Homomorphismus von halbeinfachen Lie-Algebren, so
ist ad◦ φ : g → gl(g′) eine Darstellung. Seix ∈ g und x = s+ n seine abstrakte
Jordanzerlegung. Nach dem eben Bewiesenen ist ad(φ(x)) = ad(φ(s)) + ad(φ(n))
die konkrete Jordanzerlegung ingl(g′), also istφ(x) = φ(s) + φ(n) die konkrete
Jordanzerlegung ing′. Damit haben wir (2) gezeigt. �

8. DW

Definition 8.1. Sei g eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra. Eine Unter-Lie-
Algebrah ⊂ g heißtCartansche Unteralgebra, falls sie maximal (bzgl. der Inklusi-
on) unter allen Unter-Lie-Algebrenh′ ist, für die gilt: h′ ist abelsch und besteht aus
halbeinfachen Elementen vong.

Ist V ein komplexer Vektorraum undV∗ = Hom(V,C) sein Dualraum, so schrei-
ben wir im folgenden〈λ, v〉 = λ(v) für die naẗurliche PaarungV∗ × V → C.

Definition 8.2. Seig eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra undh ⊂ g eine Car-
tansche Unteralgebra. Für α ∈ h⋆ definieren wir den simultanen Eigenraum der
adjungierten Operation vonh zum Eigenwertα als

gα := {x ∈ h | [h, x] = α(h)x für alleh ∈ h} .

Einα , 0 mit gα , 0 nennen wir eineWurzel vong bzgl.h. Die Menge aller Wurzeln

R= R(g, h) =
{

α ∈ h⋆ \ {0} | gα , 0
}

heißt dasWurzelsystemvon g bzgl.h.

Ersetzen wir in obiger Konstruktion die adjungierte Darstellung durch eine be-
liebige, endlich dimensionale Darstellung, so erhalten wir folgende Verallgemeine-
rung: IstV eine endlich dimensionale Darstellung vong und isth ⊂ g eine Cart-
ansche Unteralgebra, so operierth auf V durch diagonalisierbare Endomorphismen
nach Satz 7.1. Je zwei dieser Endomorphismen kommutieren, wir erhalten also eine
simultane Eigenraumzerlegung

V =
⊕

λ∈h⋆

Vλ,



wobei
Vλ = {v ∈ V | h.v = λ(h)v für alleh ∈ h}.

Definition 8.3. Ein λ ∈ h⋆ mit Vλ , 0 heißtGewichtvon V und Vλ heißt dann
Gewichtsraumzum Gewichtλ.

Lemma 8.4. Es gilt g = g0 ⊕
⊕

α∈Rgα.

Beweis.Nach Definition einer Cartanschen Unteralgebra ist jedes ad(h) mit h ∈ h
ein diagonalisierbarer Operator aufg, und ad(h) und ad(h′) kommutieren f̈ur h,h′ ∈
h. Nun ist eine beliebige Menge von kommutierenden diagonalisierbaren linearen
Abbildungen simultan diagonalisierbar. Dies liefert die Aussage des Lemmas.�

Lemma 8.5. (1) Für α, β ∈ h⋆ gilt

[gα, gβ] ⊂ gα+β.

(2) Ist α , −β, so ist
κ(gα, gβ) = 0.

(3) Die Bilinearform
κ|g0 : g0 × g0→ C

ist nicht-ausgeartet. Ebenso istκ|gα×g−α � gα × g−α → C nicht ausgeartet für
α ∈ R.

Beweis.Teil (1) folgt direkt aus der Definition der Wurzelräume und der Jacobi-
Identiẗat. Istα + β , 0 undx ∈ gα, y ∈ gβ, so ist ad(x)ad(y) nilpotent nach (1), also
κ(x, y) = Spur(ad(x)◦ad(y)) = 0, also (2). Ẅare nun die Einschränkung vonκ aufg0
ausgeartet, so ẅareκ ausgeartet nach Teil (2) und dem Lemma 8.4, im Widerspruch
zur Halbeinfachheit vong und Satz 4.8. Ebenso folgt die zweite Aussage von Teil
(3). �

Satz 8.6.Seig eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra undh ⊂ g eine Cartansche
Unteralgebra. So istg0 = h.

Beweis.Es isth ⊂ g0, dah abelsch ist. Seix ∈ g0. Dann ist also ad(x)(h) = 0. Sei
x = s+ n die abstrakte Jordanzerlegung vonx in g. Dann ist ad(x) = ad(s) + ad(n)
die konkrete Jordanzerlegung und nach Lemma 4.8 ist ad(s)(h) ⊂ ad(x)(h) = 0 und
damit auch ad(n)(h) = 0. Damit liegens undn in g0. Nun isth + Cs eine abelsche
Unter-Lie-Algebra vong und besteht aus halbeinfachen Elementen, da die Summe
von kommutierenden halbeinfachen Elementen wieder halbeinfach ist. Wegen der
Maximalität vonh ist alsos ∈ h.

Nun ist ad(x) = ad(n) : g0 → g0, da ja ad(s)(g0) = 0 wegens ∈ h. Also ist jedes
Element ing0 ad-nilpotent, und nach dem Satz von Engel istg0 eine nilpotente Lie-
Algebra, insbesondere also auflösbar.

Nach Satz 3.13 finden wir eine Basis vong, bzgl. derer jeder Endomorphismus
ad(x) : g → g mit x ∈ g0 obere Dreiecksform hat. Nun ist ad(n) sogar nilpotent auf
g, also wird ad(n) durch eine echte obere Dreiecksmatrix gegeben. Damit gilt

κ(n, g0) = 0.

Nun istn ∈ g0. Aus Lemma 8.5 erhalten wirn = 0. Damit ist alsox = s ∈ h. �



Lemma 8.7. Seiα ∈ R. Dann gilt

(1) [gα, g−α] ⊂ g0 = h ist ein eindimensionaler Unterraum.
(2) Die Einschränkung vonα auf [gα, g−α] ist nicht Null.

Beweis.Seix ∈ gα, y ∈ g−α undh ∈ h. Wegen der Invarianz der Killing-Form ist

κ(h, [x, y]) = κ([h, x], y) = α(h)κ(x, y).

Ist nun [gα, g−α]⊥ das orthogonale Komplement von [gα, g−α] in g0 bzgl.κ, so gilt also
kerα ⊂ [gα, g−α]⊥, also ist die Kodimension von [gα, g−α]⊥ in h höchstens eins. Da
κ auf h nicht ausgeartet ist (nach Lemma 8.5 und Satz 8.6), folgt dimC[gα, g−α] ≤ 1.
Nun ist aber auchκ : gα × g−α → C nicht ausgeartet nach Lemma 8.5, es gibt also
x ∈ gα, y ∈ g−α mit κ(x, y) , 0. Wählen wir nunh ∈ h mit α(h) , 0, so gilt nach
obiger Formel

κ(h, [x, y]) , 0,

also insbesondere [x, y] , 0. Wir schliessen dimC[gα, g−α] = 1.

Wir müssen noch zeigen, daßα([gα, g−α]) , 0. Dazu ẅahlen wir x ∈ gα, y ∈
g−α mit h := [x, y] , 0. Wäre nunα(h) = 0, so ẅurdenh, x, y eine nilpoten-
te, also aufl̈osbare Lie-Algebra aufspannen. In einer geeigneten Basis von g wären
ad(x),ad(y) und ad(h) also gegeben durch obere Dreiecksmatrizen. Wegenh = [x, y]
wäre ad(h) sogar gegeben durch eine echte obere Dreiecksmatrix. Da ad(h) aber
diagonalisierbar ist (nach Definition einer Cartanschen Unteralgebra), k̈onnten wir
ad(h) = 0, alsoh = 0 (wegen der Halbeinfachheit vong) folgern im Widerspruch
zu unserer Annahme. �

Definition 8.8. Nach dem Lemma 8.7 gibt es für jede Wurzelα ein eindeutig be-
stimmtes Elementα∨ ∈ h mit den Eigenschaften

(1) α∨ ∈ [gα, g−α],
(2) 〈α, α∨〉 = 2.

Wir nennenα∨ dieKowurzelzuα.

Satz 8.9.Seig eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra undh ⊂ g eine Cartansche
Unteralgebra. Seiα ∈ R.

(1) Es gibt einen Homomorphismus iα : sl(2,C) → g von Lie-Algebren mit den
Eigenschaften

Ce
∼
−→ gα, Ch

∼
−→ [gα, g−α], C f

∼
−→ g−α.

Insbesondere sind die Wurzelräumegα eindimensional.
(2) Es istCα ∩ R= {α,−α}.

Beweis.Es gibt x ∈ gα, y ∈ g−α mit α∨ = [x, y]. Dann spannenx, α∨, y eine zu
sl(2,C) isomorphe Unter-Lie-Algebragα auf.

Unter der adjungierten Operation vongα ist g eine endlich dimensionale, also
nach dem Satz von Weyl halbeinfache Darstellung. Darin ist

Cα∨ ⊕
⊕

t∈C,t,0

gtα



eine Unterdarstellung und wir finden eine UnterdarstellungV mit

Cα∨ ⊕
⊕

t∈C,t,0

gtα = V ⊕ gα.

Der Gewichtsraum bzgl.α∨ zum Gewicht Null auf der linken Seite ist gerade
Cα∨ undCα∨ ist ganz ingα enthalten. Nach der Klassifikation der einfachen Dar-
stellungen vonsl(2,C) folgt ausV , 0, daß ein Gewichtsraum zum Gewicht 1 bzgl.
α∨ in V enthalten sein muß. Wegen〈α, α∨〉 = 2 mußα/2 ebenfalls eine Wurzel von
g sein.

Nun wählen wir aberα so, daßα/2 keine Wurzel ist (das ist immer m̈oglich, da
es ja nur endlich viele Wurzeln gibt). Dann ist, für diesesα, obigesV der Nullraum
und wir folgern (1) und (2) f̈ur solcheα. Insbesondere ist 2α keine Wurzel! Daraus
folgern wir, daß f̈ur jede Wurzelα das Elementα/2 keine Wurzel ist, und wir haben
(1) und (2) allgemein gezeigt. �

Satz 8.10. (1) Für α, β ∈ R gilt 〈α, β∨〉 ∈ Z undβ − 〈α, β∨〉α ∈ R.
(2) Die Menge R erzeugt den Vektorraumh⋆.

Beweis.Aussage (1) stimmt sicherlich für β = ±α. Sei also nunβ , ±α. So ist

X :=
⊕

t∈Z

gβ+tα

einegα-Unterdarstellung ing. Nun sind alle Gewichtsräume ḧochstens eindimen-
sional nach Satz 8.9, undα∨ operiert aufgβ+tα durch Multiplikation mit dem Skalar
〈β + tα, α∨〉 = 〈β, α∨〉 + 2t. Nach der Klassifikation der einfachen Darstellungen
von sl(2,C) kommen nur ganzzahlige Gewichte vor, also ist〈β, α∨〉 ∈ Z (man set-
ze t = 0 ein und beachte, daßβ tats̈achlich ein Gewicht ist). Außerdem kommt
mit jedem Gewicht auch sein negatives vor. Mit dem Eigenraumβ muß also auch
β − 〈β, α∨〉α vorkommen, da

〈β, α∨〉 = −〈β − 〈β, α∨〉α, α∨〉.

Aussage (2) isẗaquivalent zur Aussage, daß∩α∈R ker(α) = 0. Ist aberh ∈ h im
Schnitt enthalten, so operierth durch Null aufg, ist also Null, dag halbeinfach ist.
�

Satz 8.11.Sindα, β undα + β in R, so ist

[gα, gβ] = gα+β.

Beweis.Unsere Voraussetzungen implizierenβ , ±α. Wir betrachten wieder

X :=
⊕

t∈Z

gβ+tα

als Darstellung vongα. Jeder Eigenraum vonα∨ ist hier eindimensional, und wegen
〈α, α∨〉 = 2 hat jeder Eigenwert die gleiche Parität. Nach der Klassifikation der end-
lich dimensionalen Darstellungen vonsl(2,C) ist X also eine einfache Darstellung.
Damit folgt die Aussage des Satzes aus der expliziten Beschreibung der Struktur
der einfachen Darstellungen vonsl(2,C) in Abschnitt 2.3. �



9. W

Seik ein Körper der Charakteristik 0.

9.1. Spiegelungen.SeiV ein endlich dimensionalerk-Vektorraum. Ists: V → V
eine lineare Abbildung, so schreiben wirVs für den Raum ders-Invarianten, also

Vs
= {v ∈ V | s(v) = v}.

Definition 9.1. Eine lineare Abbildungs: V → V heißtSpiegelung, falls s2
= idV

und dimVs
= dimV − 1. Die HyperebeneVs heißt dannSpiegelebenebzgl. s.

Beispiel9.2. Sei α ∈ V∗ \ {0} und v ∈ V ein Vektor mitα(v) = 2. Dann ist die
Abbildung sα,v : V → V, x 7→ x − 〈α, x〉v eine Spiegelung aufV mit Spiegelebene
{x ∈ V | 〈α, x〉 = 0}.

9.2. Wurzelsysteme.

Definition 9.3. Eine TeilmengeR ⊂ V heißtWurzelsystem, falls folgende Eigen-
schaften erf̈ullt sind:

(1) R ist endlich, entḧalt nicht die Null und erzeugtV.
(2) Für α ∈ R gilt: 1/2α < R.
(3) Zu jedemα ∈ Rexistiert einα∨ ∈ V∗ mit α∨(R) ⊂ Z und〈α, α∨〉 = 2, und so

daß die Spiegelungsα,α∨ : V → V, v 7→ v− 〈α∨, v〉α die MengeR invariant
läßt.

Lemma 9.4. Sei g eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra,h ⊂ g eine Cartan-
sche Unteralgebra. Dann ist R(g, h) ⊂ h⋆ ein Wurzelsystem im Sinne der obigen
Definition.

Beweis.Es ist klar, daßR(g, h) endlich ist und nicht die Null entḧalt. DaßR(g, h) den
Vektorraumh⋆ erzeugt ist eine der Aussagen von Satz 8.10. Das Elementα∨ ∈ h

ist naẗurlich die Kowurzel zuα, die wir in 8.8 definiert hatten. Satz 8.10 zeigt,
daßR(g, h) stabil ist unter der Spiegelungsα,α∨ . Die restlichen Eigenschaften eines
Wurzelsystems haben wir in den Sätzen 8.9 und 8.10 geprüft. �

Von nun an seiR ⊂ V ein Wurzelsystem. SeiVQ = QR der vonR erzeugte
Q-Unterraum inV. Sei G ⊂ GL(VQ) die Menge aller Automorphismen, die das
WurzelsystemR in sichüberf̈uhren. DaR eine endliche,VQ erzeugende Menge ist,
ist G eine endliche Gruppe. Nach der Definition eines Wurzelsystems entḧalt G alle
Spiegelungensα,α∨ für α ∈ R.

Lemma 9.5.Es gibt auf VQ ein G-invariantes Skalarprodukt, also eine Bilinearform
(·, ·) : VQ × VQ → Qmit den Eigenschaften

(1) Für alle v ∈ VQ ist (v, v) ≥ 0 und(v, v) = 0 impliziert v= 0 ((·, ·) ist positiv
definit).

(2) Für alle v,w ∈ VQ gilt (v,w) = (w, v) ((·, ·) ist symmetrisch).
(3) Für alle g ∈ G und v,w ∈ VQ gilt (gv,gw) = (v,w) ((·, ·) ist invariant).

Beweis.Sei (·, ·)′ irgendein Skalarprodukt aufVQ, also eine symmetrische und positiv-
definite Bilinearform. Wir definieren

(v,w) :=
∑

g∈G

(gv,gw)′.



Dies ist offenbar eine positiv-definite und symmetrische und zusätzlichG-invariante
Bilinearform. � Von nun an fixieren wir eine solche Form (·, ·).

Lemma 9.6. Seiα ∈ R. Dann gilt:

(1) Das Elementα∨ ist durch die Eigenschaft (2) in der Definition eines Wur-
zelsystems eindeutig bestimmt.

(2) Ist β ∈ R, so gilt

〈β, α∨〉 = 2
(β, α)
(α, α)

.

Beweis.Wir betrachten die Spiegelungs = sα,α∨ und ihre FixpunktmengeVs. Sei
v ∈ Vs. Dann gilt

(v, α) = (sα,α∨(v), α) = (v, sα,α∨(α)) = −(v, α),

also (v, α) = 0. Wir erhalten

Vs
= (kα)⊥,

da beide R̈aume von Kodimension 1 sind.

Dies definiertα∨ eindeutig als dasjenige Element inV∗
Q
⊂ V∗, das die zuα ortho-

gonale Ebene beschreibt und die Eigenschaft〈α, α∨〉 = 2 hat. Diese Eigenschaft hat
aber auch die Linearform

v 7→ 2
(v, α)
(α, α)

und wir erhalten (2). �

Insbesondere ḧangt die Spiegelungsα,α∨ nur vonα ab, wir schreiben deshalb im
Folgendensα stattsα,α∨ . Wir nennenα∨ dieα entsprechendeKowurzelund definie-
ren

R∨ := {α∨ | α ∈ R}.

Übung9.7. R∨ ⊂ R ist ein Wurzelsystem und es gilt (α∨)∨ = α.

Lemma 9.8. Für α ∈ R gilt

kα ∩ R= {α,−α}.

Beweis.Wegensα(R) ⊂ R und sα(α) = −α ist {α,−α} ⊂ kα. Ist nunζα ∈ R für ein
ζ ∈ k, so ist (ζα)∨ = ζ−1(α∨) nach Lemma 9.6. Nach Definition eines Wurzelsystems
ist

〈(ζα)∨, α〉 = 2ζ−1 ∈ Z

und

〈α∨, ζα〉 = 2ζ ∈ Z.

Daraus schliessen wirζ ∈ {±1,±2,±1
2}. Den Fallζ = ±1

2 schließt die Definition
eines Wurzelsystems aus. Der Fallζ = ±2 ist dann ebenfalls ausgeschlossen und
wir erhaltenζ = ±1, was zu beweisen war. �



9.3. Paare von Wurzeln.

Lemma 9.9. Seienα, β ∈ R undα , ±β. Nachdem wir evtl.α und β vertauscht
haben, können wir|〈α, β∨〉| ≤ |〈β, α∨〉| annehmen. Für das Paar(〈α, β∨〉, 〈β, α∨〉)
gibt es dann (höchstens) folgende Möglichkeiten:

〈α, β∨〉 0 1 -1 1 -1 1 -1
〈β, α∨〉 0 1 -1 2 -2 3 -3

Beweis.Es ist

0 ≤ 〈α, β∨〉〈β, α∨〉 = 4
(α, β)2

(α, α)(β, β)
< 4.

Ist nun〈α, β∨〉 = 0, so ist (α, β) = (β, α) = 0 und damit auch〈β, α∨〉 = 0.

Ist eine der beiden Zahlen nicht Null, so haben〈α, β∨〉 oder〈β, α∨〉 das gleiche
Vorzeichen. Wir nehmen nun an, daß〈α, β∨〉 > 0.

Nun ist〈α, β∨〉〈β, α∨〉 eine ganze Zahl. Dann muß〈α, β∨〉 gleich 1 sein und〈β, α∨〉
ist entweder 1, 2 oder 3. �

Lemma 9.10. Seienα, β ∈ R,α , ±β. Ist (α, β) > 0, so istα − β eine Wurzel. Ist
(α, β) < 0, so istα + β eine Wurzel.

Beweis.Wir müssen nur die erste der beiden Aussagen beweisen, die zweitefolgt
aus der ersten indem wirβ durch−β ersetzen. Aus (α, β) > 0 folgt 〈α, β∨〉 > 0. Ist
〈α, β〉 = 1, so istsβ(α) = α−β ∈ R. Ist 〈α, β〉 , 1, so ist〈β, α∨〉 = 1 nach der Tabelle
in Lemma 9.9, und damitβ − α ∈ R, also auchα − β ∈ R. �

9.4. Basen, positive Wurzeln und Weylkammern.

Definition 9.11. Eine TeilmengeΠ ⊂ R heißtBasisdes Wurzelsystems, falls fol-
gende Bedingungen erfüllt sind:

(1) Π ist eine Basis vonV,
(2) Ist β ∈ R und β =

∑

α∈Π nαα, so gilt entwedernα ∈ Z≥0 für alle α oder
nα ∈ Z≤0 für alleα.

Elemente einer fest gewählten Basis nennen wireinfache Wurzeln.

Lemma 9.12. SeiΠ ⊂ R eine Basis undβ ∈ R∩ Z≥0Π. Dann läßt sichβ schreiben
als Summe einfacher Wurzeln,β = α1 + · · · + αn, derart, daß für alle i= 1, . . . ,n,
α1 + · · · + αi eine Wurzel ist.

Beweis.Wir könnenβ < Π annehmen. DaΠ eine Basis vonV ist undβ ∈ Z≥0 muß
es einα ∈ Π geben mit (α, β) > 0. Dann istβ−α nach 9.10 eine Wurzel. Wir setzen
αn := α und fahren fort (per Induktion) mit der Wurzelβ − α ∈ Z≥0Π. �

Lemma 9.13.SeiΠ ⊂ R eine Basis und seienα, β ∈ Π, α , β. Dann gilt(α, β) ≤ 0.

Beweis.Im Fall (α, β) > 0 besagt Lemma 9.10, daßα − β eine Wurzel ist, im
Widerspruch zur Definition einer Basis. �

Definition 9.14. Eine TeilmengeR+ ⊂ R heißt einSystem positiver Wurzeln, falls
folgende Bedingungen erfüllt sind:



(1) Es istR+ ∩ −R+ = ∅ undR= R+ ∪ (−R+).
(2) Sindα1, . . . , αn ∈ R+ und giltα1 + · · · + αn ∈ R, so istα1 + · · · + αn ∈ R+.

Wir definieren
H+α :=

{

v ∈ VQ | 〈v, α
∨〉 > 0

}

undH−α = −H+α .

Definition 9.15. Die Zusammenhangskomponenten vonVQ \
⋃

α∈R Hα heißenWeyl-
kammern.

Satz 9.16.Es gibt eine Bijektionen


















Weylkammern
in VQ

bzgl. R



















↔



















Systeme
positiver Wurzeln

in R



















↔

{

Basen
von R

}

Beweis.Ist C ⊂ VQ eine Weylkammer, so definieren wir

R+(C) := {β ∈ R | (β, γ) > 0 für alleγ ∈ C} ,

Π(C) :=



















α ∈ R+(C)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α läßt sich nicht schreiben
als Summe von mindestens zwei

Elementen ausR+



















.

Wir zeigen nun, daßR+(C) ein System positiver Wurzeln ist. In der Definition
von R+(C) gen̈ugt es offenbar, die Bedingung (β, γ) > 0 für ein einzigesγ ∈ C
zu pr̈ufen. Daraus erkennen wir, daß für jede Wurzelβ ∈ R entwederβ ∈ R+(C)
oder−β ∈ R+(C) gilt. Die zweite Bedingung an ein System positiver Wurzeln ist
ebenfalls leicht zu beweisen, damit ist alsoR+(C) ein System positiver Wurzeln.

Nun zeigen wir, daßΠ(C) eine Basis vonR ist. Sindα, β ∈ Π(C) undα , β, so ist
(α, β) ≤ 0, denn sonst ẅare nach Lemma 9.10α−β eine Wurzel, alsoα−β ∈ R+(C)
oderβ − α ∈ R+(C). Im ersten Fall ẅareα = (α − β) + β eine Summe von zwei
Elementen inR+(C), im zweiten Fall g̈alte das f̈ur β. Beides steht im Widerspruch
zu unseren Definitionen, also gilt (α, β) ≤ 0 für alleα, β ∈ Π(C), α , β.

Weiter istΠ(C) eine linear unabḧangige Menge. Denn sindkα ∈ Q gegeben f̈ur
α ∈ Π(C) mit

∑

kαα = 0, so k̈onnen wir alle negativenkα auf die rechte Seite
bringen und erhalten eine Gleichung

∑

aαα =
∑

bββ

mit nicht negativen Koeffizientenaα undbβ. Außerdem sind die Mengen{α | aα , 0}
und{β | bβ , 0} disjunkt. Seiǫ :=

∑

aαα. Dann ist (wegen (α, β) ≤ 0 für α , β und
aα,bβ > 0)

(ǫ, ǫ) ≤ 0,

alsoǫ = 0. Für einγ ∈ C gilt nun (γ, α) > 0 für alleα ∈ R+(C). Aus (γ, ǫ) = 0 folgt
sα = 0 für alleα. Damit istΠ(C) also eine linear unabhängige Menge.

Nun ist jedes Element ausR+(C) Summe von Elementen ausΠ(C). Dies zeigen
wir durch Widerspruch. Wir fixierenγ ∈ C und ẅahlenβ ∈ R+(C) so, daßβ nicht die
Summe von Elementen ausΠ(C) ist und zudem (γ, β) minimal ist unter allen Zahlen
(γ, β′), wobeiβ′ nicht die Summe von Elementen ausΠ ist. Dann ist ein solchesβ
Summe von Elementen ausR+(C), die, wegen der Minimaliẗat, selbst Summen von
Elementen ausΠ(C) sind. Also istβ doch die Summe von Elementen ausΠ(C).



Folglich ist Π(C) auch ein Erzeugendensystem vonVQ. Das Axiom (2) einer
Basis ist leicht zu pr̈ufen. Also istΠ(C) eine Basis.

Sei nunΠ ⊂ R eine Basis. Wir definieren

R+(Π) := {α ∈ R | α ∈ Z≥0Π}.

Es ist offensichtlich, daßR+(Π) ein System positiver Wurzeln ist.

Nun betrachten wir die Menge

C(Π) := {γ ∈ VQ | (γ, α) > 0 für alleα ∈ Π}.

C(Π) ist nicht leer, entḧalt beispielsweise das Elemente
∑

α∗, wobei{α∗} die bzgl.
(·, ·) duale Basis vonΠ ist. Weil R+(Π) ein System positiver Wurzeln ist, istC(Π) ⊂
VQ \β∈α Hα. DaC(Π) zusammenḧangend ist, istC(Π) also eine Weylkammer. Man
erkennt ohne Probleme, daß die AbbildungenΠ 7→ C(Π) undC 7→ Π(C) zueinander
invers sind.

Lemma 9.17.Für α ∈ Π gilt sα(R+(Π) \ {α}) = R+(Π) \ {α})

Beweis.Seiβ ∈ R+(Π) \ {α}. Schreiben wirβ als Summe einfacher Wurzeln, so gibt
es mindestens einen Summandenα′ mit α′ , α. Nun ist sα(β) = β − kα für ein
k ∈ Z. Schreiben wirsα(β) als Linearkombination einfacher Wurzeln, so kommtα′

also mit positivem Koeffizienten vor. Nach Definition einer Basis istsα(β) ∈ R+(Π),
und naẗurlich ist sα(β) , α, was zu zeigen war. �

Sei nunR+ ⊂ R ein System positiver Wurzeln. Wir ẅahlen eine BasisΠ von R,
so daß die MengeR+(Π)∩R+ maximal ist. IstR+(Π) , R+, so gibt es einα ∈ Πmit
α < R+. Dann ist aber

R+ ∩ R+(sα(Π)) = R+ ∩ sα(R
+(Π))

= R+ ∩ (R+(Π) \ {α} ∪ {−α})

größer alsR+ ∩ R+(Π), was unserer Wahl vonΠ widerspricht. Also istR+(Π) = R+

und die AbbildungenΠ 7→ R+(Π), R+ 7→ Π(R+) sind zueinander inverse Abbildun-
gen. �

9.5. Die Weylgruppe.

Definition 9.18. Die von den Spiegelungensα für α ∈ R erzeugte Untergruppe
W ⊂ GL(V) heißt dieWeylgruppevonR.

DaW das Wurzelsystem in sicḧuberf̈uhrt, giltW ⊂ G. Insbesondere istW
endlich und unsere Bilinearform (·, ·) istW-invariant.

Satz 9.19.SeiΠ ⊂ R eine Basis.

(1) Die Spiegelungen sα mit α ∈ Π erzeugen die WeylgruppeW.
(2) Die Weylgruppe operiert einfach transitiv auf der Menge derBasen von R,

d.h. jede BasisΠ′ von R ist von der FormΠ′ = w(Π) für ein eindeutig
bestimmtes Element w∈ W.

Definition 9.20. SeiC eine Weylkammer. Eine SpiegelebeneHα heißtWandvonC,
falls die MengeC ∩ Hα die EbeneHα erzeugt.



Sei R+ das zuΠ geḧorende System positiver Wurzeln undC die entsprechende
Weylkammer. Wir definieren

ρ := 1/2
∑

α∈R+

α.

Lemma 9.21.Für α ∈ Π gilt sα(R+ \ {α}) = R+ \ {α}) und sα(ρ) = ρ − α.

Beweis.Sei β ∈ R+ \ {α}. Schreiben wirβ als Summe einfacher Wurzeln, so gibt
es mindestens einen Summandenα′ mit α′ , α. Nun ist sα(β) = β − kα für ein
k ∈ Z. Schreiben wirsα(β) als Linearkombination einfacher Wurzeln, so kommtα′

also mit positivem Koeffizienten vor. Nach Definition einer Basis istsα(β) ∈ R+,
und naẗurlich ist sα(β) , α, was zu zeigen war.

Die zweite Aussage folgt aus der ersten, denn es ist
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�

Sei nunW′ ⊂ W die von densα, α ∈ Π erzeugte Untergruppe.

Lemma 9.22.W′ operiert transitiv auf der Menge der Weylkammer, d.h. ist C′ eine
weitere Weylkammer so gibt es ein w∈ W′ mit w(C) = C′.

Beweis.Seiγ′ ∈ C′ und seiw ∈ W′ so geẅahlt, daß (w(γ′), ρ) maximal ist. Dann
ist

(w(γ′), ρ) ≥ (sαw(γ′), ρ) = (w(γ′), sα(ρ)) = (w(γ′), ρ − α),
also ist (w(γ′), α) ≥ 0 für alle α ∈ Π. Da γ′ im Innern vonC′ liegt gilt sogar
(w(γ′), α) > 0. Damit liegtw(γ′) in C und daraus folgtw(C′) = C. �

Nach Satz 9.16 operiertW′ auch transitiv auf der Menge der Basen und der
Menge der Systeme positiver Wurzeln.

Lemma 9.23.Jede Wurzel gehört zu mindestens einer Basis.

Beweis.Seiα ∈ Rund seiC eine Weylkammer mit WandHα. SeienΠ undR+ dieC
entsprechende Basis und das System positiver Wurzeln. Wir behauptenα ∈ Π. Um
das zu zeigen ẅahlen wir zuǫ > 0 einγ ∈ C mit (γ, α) = ǫ, aber (γ, α′) > ǫ für
alleα′ ∈ R+ \ {α} (solch einγ existiert sicherlich). Dann kann sichα aber nicht als
Summe von mindestens zwei positiven Wurzeln schreiben lassen. �

Lemma 9.24.Es giltW =W′.

Beweis.W′ operiert transitiv auf der Menge der Basen, und jede Wurzel gehört zu
mindestens einer Basis. Zu jeder Wurzelβ gibt es also einw ∈ W′ mit w(β) = α ∈
Π. Dann istsβ = wsαw−1 (Übung). Alsosβ ∈ W′, alsoW′

=W. �



Lemma 9.25. Sei l > 1 und α1, . . . , αl ∈ Π nicht notwendigerweise paarweise
verschiedene einfache Wurzeln. Seien s1, . . . , sl die entsprechenden einfachen Spie-
gelungen. Ist s1 · · · sn−1(αn) negativ, so gibt es t mit1 ≤ t < l mit

s1 · · · sn = s1 · · · st−1st+1 · · · sl−1.

Insbesondere: Ist w= s1 · · · sl eine Darstellung von w∈ W als Produkt einfacher
Spiegelungen mit minimalem l, so ist w(αl) ∈ R−.

Beweis.Wir definierenβi := si+1 · · · sl−1(αl) für 0 ≤ i < l − 1 undβl−1 = αl. Wegen
β0 ∈ R− undβl−1 ∈ R+ gibt es ein kleinstesr > 0 mit βr ∈ R+. Dann giltsr(βr) ∈ R−

und damitβr = αr , also
sr+1 · · · sl−1(αl) = αr ,

alsosr = sr+1 · · · sl−1sl(sr+1 · · · sl−1)−1 und damit

s1 · · · sr−1sr sr+1 · · · sl = s1 · · · sr−1sr+1 · · · sl−1sl(sl+1 · · · sl−1)
−1(sr+1 · · · sl−1)sl

= s1 · · · sr−1sr+1 · · · sl−1.

�

Lemma 9.26. Ist w(Π) = Π, so ist w= e.

Beweis.Ist w , e, so kannw geschrieben werden als Produkt einfacher Spiegelun-
gen. Wir ẅahlen eine Darstellungw = sα1 ◦ · · · ◦ sαl mit minimaleml. Nach Vor-
aussetzung istl > 1 Nach Lemma 9.25 giltw(αl) ∈ R−. Dies ist ein Widerspruch!
�

Beweis von Satz 9.19.Aussage (1) ist Lemma 9.24. Aussage (2) folgt aus den Lem-
mata 9.22 und 9.26. �

9.6. Die Cartan-Matrix. SeiR⊂ V ein Wurzelsystem undΠ ⊂ R eine Basis.

Definition 9.27. Die Matrix

C = C(R,Π) =
(

〈α, β∨〉
)

α,β∈Π

heißt dieCartan-Matrixzu (R,Π).

Da je zwei Basen unter der Weylgruppe konjugiert sind, hängt die Cartan-Matrix
nicht von der Wahl der Basis ab.

Die Eintr̈age der Cartan-Matrix sind ganze Zahlen, jeder Eintrag auf der Dia-
gonalen ist 2, jeder Eintrag außerhalb der Diagonalen ist nicht positiv, es gilt 0≤
〈α, β∨〉〈βα∨〉 ≤ 3 fallsα , β.

Satz 9.28.Die Abbildung, die einem Wurzelsystem in einem rationalen Vektorraum
seine Cartan-Matrix zuordnet, ist injektiv.

Beweis.Übung. Hier ist eine Anleitung: SindR ⊂ VQ undR′ ⊂ V′
Q

Wurzelsysteme
mit derselben Cartan-Matrix, so betrachte man den durch die Identifikation der ein-
fachen Wurzeln entstehenden Isomorphismusφ zwischenVQ und V′

Q
. Man zeige,

daß dieser Isomorphismus verträglich ist mit den Operationen der einfachen Spie-
gelungen. Daraus leite man einen Isomorphismus der entsprechenden Weylgruppen
ab. Nun benutze man, daß jede Wurzel unter der Weylgruppe konjugiert ist zu einer
einfachen Wurzel, umφ(R) = R′ zu zeigen. �



9.7. Das Dynkin-Diagramm. Die gleiche Information wie die Cartan-Matrix hat
auch das Dynkin-Diagramm. Es wird wie folgt konstruiert: Die Ecken entsprechen
den einfachen Wurzeln, die Ecken zuα undβ werden durch einen〈α, β∨〉〈β, α∨〉-
fachen Strich verbunden, fallsα , β, (ein nullfacher Strich ist eben kein Strich).
Doppelte und dreifache Striche zwischenα undβ werden mit einem Pfeil versehen,
der in Richtungα zeigt, falls〈α, β∨〉 = −1.

9.8. Irreduzible Wurzelsysteme. SindR1 ⊂ V1 undR1 ⊂ V2 Wurzelsysteme. So
ist auchR1 ⊕ R2 := R1 × {0} ∪ {0} × R2 ⊂ V1 ⊕ V2 ein Wurzelsystem.

Ein Wurzelsystem heißtunzerlegbar, falls es nicht isomorph ist zu einer direkten
Summe zweier Wurzelsysteme.

Lemma 9.29. Sei R⊂ V ein Wurzelsystem. So gibt es genau eine disjunkte Zer-
legung R= R1 ∪ · · · ∪ Rn, so daß jedes Ri im von Ri erzeugten Teilraum Vi ein
Wurzelsystem ist, und es gilt R= R1 ⊕ · · · ⊕ Rn.

Beweis.Sei∼ die vonα ∼ β, falls 〈α, β∨〉 , 0 aufR erzeugteÄquivalenzrelation,
undR= R1∪· · ·∪Rn die Zerlegung in̈Aquivalenzklassen. Man erkennt ohne größere
Probleme, daßRi im von Ri erzeugten VektorraumVi ein Wurzelsystem ist.

Für jedesi ist die Summe derVj mit j , i genau der Raum aller Vektorenv mit
〈v, α∨〉 = 0 für alleα ∈ Ri. Per Induktion erhalten wir, daß die Summe derVi direkt
ist. Offenbar ist dies die Zerlegung, die wir suchten. �

9.9. Klassifikation von Wurzelsystemen.

Satz 9.30.Die irreduziblen Wurzelsysteme entsprechen genau den Dynkin-Diagrammen
der folgenden Liste:

bc bc bc bc bcb b bAn

bc bc bc bc bcb b bBn

bc bc bc bc bcb b bCn

bc bc bc bc bc bc

bc

bc

b b bDn



bc bc bc bc bc

bc

bc bc bc bc bc bc

bc

bc bc bc bc bc bc bc

bc

E6

E7

E8

bc bc bc bcF4

bc bcG2

Beweis.Der Beweis ist aufwendig und besteht zum größten Teil darin, Unterdia-
gramme bestimmter Formen auszuschliessen. Wir lassen ihn aus und verweisen auf
das Buch von Humphreys. �

10. Z K    L-A

Zur Erinnerung: Jede halbeinfache komplexe Lie-Algebra ist die direkte Summe
von einfachen Lie-Algebren nach Satz 5.1.

Lemma 10.1. Ist g eine einfache komplexe Lie-Algebra undh ⊂ g eine Cartansche
Unteralgebra, so ist das entsprechende Wurzelsystem R(g, h) irreduzibel.

Beweis.Ist R nicht irreduzibel, so gibt es eine ZerlegungR = R1 ⊕ R2 mit Wurzel-
systemenR1 undR2. Seig′ ⊂ g die Unter-Lie-Algebra, die von allengα mit α ∈ R1

erzeugt wird.

Für alleα ∈ R1 undβ ∈ R2 gilt [gβ, gα] = 0, daα + β keine Wurzel ist. Daraus
folgt, daßg′ ⊂ g ein Ideal ist (man benutze die Jacobi-Identität!). Dagβ 1 g′ für alle
β ∈ R2 ist g′ sogar ein echtes Ideal im Widerspruch zur Einfachheit vong. �

Proposition 10.2. Seig eine halbeinfache Lie-Algebra,h ⊂ g eine Cartansche Un-
teralgebra und R= R(g, h) das entsprechende Wurzelsystem. SeiΠ ⊂ R eine Basis
von R. Dann wirdg als Lie-Algebra erzeugt von den Unterräumengα undg−α mit
α ∈ Π.



Beweis.Seig′ ⊂ g die von den Unterr̈aumengα undg−α mit α ∈ Π erzeugte Unteral-
gebra. Nach Lemma 8.4 und Satz 8.6 müssen wir nur zeigen, daßh ⊂ g′ undgβ ⊂ g′

für alleβ ∈ R.

SeiR+ die zur BasisΠ geḧorende Menge positiver Wurzeln undβ, β′ ∈ R+. Nach
Satz 8.11 ist mitgβ undgβ′ auchgβ+β′ in g′ enthalten. Da jede positive Wurzel sich
schreiben l̈aßt als Summeα1 + · · · + αn mit αi ∈ Π undα1 + · · · + α j ∈ R+ für alle
1 ≤ j ≤ n (siehe Lemma 9.12), ist also

⊕

β∈R+ gβ im Erzeugnis dergα mit α ∈ Π.
Analog erkennen wir, daß

⊕

β∈R+ g−β im Erzeugnis derg−α mit α ∈ Π enthalten ist.
Also ist

⊕

β∈Rgβ ⊂ g
′. Nach der Definition der Kowurzeln ist dann auchβ∨ ∈ g′ für

jedesβ ∈ R. Nach Satz 8.10 erzeugen die Wurzeln den Vektorraumh⋆ erzeugen,
die Kowurzeln erzeugen also den Vektorraumh (hierzu siehe Lemma 9.6). Also ist
h ⊂ g′ und damit die Proposition bewiesen. �

Satz 10.3.Seieng und g′ einfache komplexe Lie-Algebren undh ⊂ g und h′ ⊂ g′

Cartansche Unteralgebren. Seien R= R(g, h) und R′ = R(g′, h′) die entsprechen-
den Wurzelsysteme. Seiφ∗ : (h′)∗ → h∗ ein Isomorphismus von Vektorräumen mit
φ∗(R′) = R. Dann gibt es einen IsomorphismusΦ : g

∼
−→ g′ von Lie-Algebren mit

Φ(h) = h′ und(Φ|h)∗ = φ∗.

Beweis.Für α ∈ R sei α′ ∈ R′ die eindeutig bestimmte Wurzel mitφ∗(α′) = α.
Wir betrachten die zur gegebenen Abbildungφ∗ duale Abbildungφ : h → h′. Diese
Abbildung führt die Kowurzelsysteme ineinanderüber und es giltφ(α∨) = (α′)∨.

Wir fixieren nun eine BasisΠ ⊂ R und definierenΠ′ := (φ∗)−1(Π). Wir wählen
für alle α ∈ Π Elementexα ∈ gα und yα ∈ g−α, so daß [xα, yα] = α∨. Genauso
können wir entsprechende Elementex′α′ ∈ g

′
α′ , y′α′ ∈ g

′
−α′ für α′ ∈ Π′ wählen.

Jetzt betrachten wir die halbeinfache komplexe Lie-Algebra g ⊕ g′. Für α ∈ Π
definieren wir

xα := (xα, x
′
α′),

yα := (yα, y
′
α′).

Sei g ⊂ g ⊕ g′ die von den Elementenxα und yα für α ∈ Π erzeugte Unter-Lie-
Algebra.

Wir werden nun zeigen, daß die beiden Projektioneng → g undg → g′ Isomor-
phismen von Lie-Algebren sind, woraus die Existenz eines Isomorphismus wie im
Satz folgt, denn dieser Isomorphismus führt offenbarα∨ über in (α′)∨, alsoh in h′,
so daß die duale Abbildung mitφ∗ übereinstimmt.

Zunächst zeigen wir, daßg , g ⊕ g′. Dazu ẅahlen wirβ ∈ R+ (R+ ist das durchΠ
gegebene System positiver Wurzeln) mit der Eigenschaft, daß α + β keine Wurzel
ist für alleα ∈ Π. Dann ẅahlen wir Elementex ∈ gβ und x′ ∈ g′β′ mit x , 0, x′ , 0
und definierenx := (x, x′). Sei nunX ⊂ g ⊕ g′ der von allen Ausdr̈ucken

adyα1
· · · adyαn

(x) (∗).

mit α1, . . . , αn ∈ Π erzeugte Untervektorraum. Wir behaupten, daßX ein g-Unter-
modul ing ⊕ g′ ist.

Wir müssen zeigen, daßX von allenxα undyα mit α ∈ Π stabilisiert wird. F̈ur yα
folgt dies direkt aus der Definition. Wir definierenhα = [xα, yα]. Per Induktionüber



n sieht man, daßX auch stabil ist unter der Operation von allen adhα. Es bleibt zu
zeigen, daßX stabil ist unter allen adxα.

Wir wenden adxα an auf einen Ausdruck der Form (∗) und kommutieren adxα
schrittweise an den adyαi

vorbei. Wegen [xα, yαi
] = 0, fallsα , αi, und [xα, yαi

] =
hα, falls α = αi, erhalten wir beim Kommutieren nur Summen von Produkten von
adyα’s und adhα’s. Nun ist, wegen der Maximalität vonβ, adxα(x) = 0. Also istX
stabil unter der Operation von adxα, was zu zeigen war.

Der RaumX ∩ gβ ⊕ gβ′ ist eindimensional, insbesondere istX , g ⊕ g′. Wäre
nun g = g ⊕ g′, so ẅare X ein echtes Ideal ing ⊕ g′. Nun sind aber die direkten
Summandeng und g′ die einzigen echten Ideale ing ⊕ g′. WegenX , g, X , g′

erhalten wir einen Widerspruch.

Wir haben nun also gezeigt, daßg , g⊕ g′. Wir zeigen nun, daß die Projektionen
p1 : g→ g und p2 : g→ g′ Isomorphismen sind. Beide Abbildungen sind sicherlich
surjektiv. Elemente aus dem Kern vonp1 sind von der Form (0, x) für ein x ∈ g′.
Die Elementex ∈ g′ mit (0, x) ∈ g bilden ein Ideal ing′ (wegen der Surjektiviẗat von
p2). Also ist entweder 0= kerp1 oderg′ = kerp1. Im zweiten Fall ist dann auch
kerp2 = g, somitg = g ⊕ g′ im Widerspruch zu oben Gezeigtem.

Damit sind alsop1 und p2 injektiv, also Isomorphismen. Die Verkettungp2 ◦ p−1
1

ist der Isomorphismus, den wir suchten. �

Bemerkung10.4. Insbesondere ist also die Abbildung, die einer einfachen Lie-
Algebra und einer Cartanschen ihr Wurzelsystem zuordnet, injektiv. Wir wissen
aber noch immer nicht, ob das Wurzelsystem unabhängig ist von der Wahl der Car-
tanschen.

10.1. Die universelle Einhüllende. Zur Erinnerung: IstAeine assoziativek-Algebra,
so definiert die bilineare Abbildung

[·, ·] : A× A→ A

(x, y) 7→ xy− yx

die Struktur einer Lie-Algebra aufA.

Sei nung einek-Lie Algebra.

Definition 10.5. Ein Paar (U, can), bestehend aus einer assoziativen unitärenk-
AlgebraU und einem Homomorphismus can:g → U von Lie-Algebren heißtuni-
verselle Einhüllendevon g, wenn folgende universelle Eigenschaft erfüllt ist: Ist
(A, j) ein weiteres Paar bestehend aus einer assoziativen unitärenk-AlgebraA und
einem Homomorphismusj : g → A von Lie-Algebren, so gibt es genau einen Ho-
momorphismusf : U → A von uniẗarenk-Algebren, so daß das folgende Diagramm
kommutiert:

g

j
��

?

?

?

?

?

?

?

?

can
// U

f
��

A.

Satz 10.6.Zu jeder k-Lie Algebrag existiert eine universelle Einhüllende(U(g), can).
Sie ist bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig.

Wir unterdr̈ucken oft die Abbildung can und nennenU(g) selbst die universelle
Einhüllende.



Beweis.Die Eindeutigkeit folgt sofort aus der universellen Eigenschaft. Die Exi-
stenz beweisen wir im folgenden Abschnitt. �

10.2. Darstellungen von g und von U(g). Ist V ein k-Vektorraum und istg →
gl(V) eine Darstellung der Lie-Algebrag, so liefert uns die universelle Eigenschaft
der Einḧullenden einen Homomorphismus unitärer AlgebrenU(g) → Endk(V), al-
so eine Darstellung vonU(g). Ist umgekehrtρ′ : U(g) → Endk(V) eine Darstel-
lung von U(g), so liefert uns die Verkettung mit der Abbildung can:g → U(g)
einen Homomorphismusg→ gl(V) von Lie-Algebren, also eine Darstellung vong.
Natürlich entsprechen sich unter diesen zueinander inversen Konstruktionen auch
Homomorphismen zwischen Darstellungen, also entsprechensich auch Unterab-
bildungen, Quotienten, direkte Summen, etc... Die Darstellungstheorien vonU(g)
und vong sind alsoäquivalent. Insbesondere ist die Darstellungstheorie von Lie-
Algebren also ein Spezialfall der Darstellungstheorie vonassoziativen Algebren.

10.3. Tensoralgebren. SeiV eink-Vektorraum. F̈ur n ≥ 0 sei

TnV := V ⊗k · · · ⊗k V

das Tensorprodukẗuberk vonnKopien vonV (das 0-fache Tensorprodukt istT0V :=
k), und

T(V) :=
⊕

n≥0

TnV.

Fürn,m≥ 0 gibt es einen offensichtlichen IsomorphismusTnV⊗kTmV → Tm+nV.
Diese Isomorphismen lassen sich bilinear auf ganzT(V) ausdehnen und definieren
eine Verkn̈upfung

T(V) ⊗k T(V)→ T(V),

dieT(V) mit der Struktur einerk-Algebra versieht. Wir nennenT(V) aus offensicht-
lichen Gr̈unden dieTensoralgebravon V. Die Tensoralgebra ist unitär und assozia-
tiv, im Allgemeinen aber nicht kommutativ. Wir bezeichnen mit can′ : V = T1(V) ⊂
T(V) die kanonische Einbettung.

Satz 10.7(Universelle Eigenschaft der Tensoralgebra). Sei A eine assoziative unitäre
k-Algebra und j: V → A ein Homomorphismus von k-Vektorräumen. Dann gibt es
genau einen Homomorphismus f: T(V) → A von unitären k-Algebren, so daß das
Diagramm

V

j
!!D

D

D

D

D

D

D

D

D

can′
// T(V)

f
��

A
kommutiert.

Beweis.Übung. �

Nun zeigen wir die Existenz einer universellen Einhüllenden der Lie-Algebrag.
Sei T(g) die Tensoralgebräuber dem Vektorraumg und J ⊂ T(g) das zweiseitige
Ideal, das von allen Elementenx⊗ y− y⊗ x− [x, y] mit x, y ∈ g erzeugt wird. Wir
definieren

U(g) := T(g)/J.



Sei
can:g

can′
−−−→ T(g)→ T(g)/J = U(g)

die Verkettung.

Satz 10.8.Das Paar(U(g), can)ist eine universelle Einhüllende vong.

Beweis.Sei (A, j) ein Paar bestehend aus einer unitären assoziativenk-AlgebraA
und einem Homomorphismusj : g → A von Lie-Algebren. Nach der universellen
Eigenschaft der Tensoralgebra gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphis-
musT(g)→ A, so daß das Diagramm

g

j
!!B

B

B

B

B

B

B

B

B

can
// T(g)

��

A
kommutiert. Das IdealJ liegt nun im Kern der AbbildungT(g) → A, denn j ist ein
Homomorphismus von Lie-Algebren. Wir erhalten also eine induzierte Abbildung
U(g)→ A, so daß das Diagramm

g

j
!!C

C

C

C

C

C

C

C

C

can
// U(g)

��

A
kommutiert. Die Eindeutigkeit der AbbildungU(g) → A folgt daraus, daß das Bild
von g in T(g) die Tensoralgebra (als unitäre Algebra) erzeugt, das Bild vong also
auchU(g) erzeugt. �

10.4. Das PBW-Theorem. Sei{xi}i∈I eine Basis der Lie-Algebrag und≤ eine tota-
le Ordnung aufI . Wir schreibenxi = can(xi) für das Bild vonxi in der universellen
Einhüllenden vong. Ein Monomxi1 · · · xin in U(g) heißegeordnet, falls i1 ≤ · · · ≤ in
gilt.

Satz 10.9(Satz von Poincaré–Birkhoff–Witt). Die geordneten Monome, also die
Monome der Form

xi(1) · · · xi(n)

für n ≥ 0 und i(1), · · · , i(n) ∈ I mit i(1) ≤ · · · ≤ i(n), bilden eine Basis von U(g).

(Für n = 0 fassen wir 1∈ U(g) als das leere Monom auf.)

Beweis.Zunächst ist klar, daß die ungeordneten Monomexi(1) · · · xi(n) mit i(1), . . . , i(n) ∈
I den VektorraumU(g) erzeugen (denn sie erzeugen sogar die Tensoralgebra). Mit-
tels der Identiẗat xy − yx = [x, y] (f ür x, y ∈ g) erkennen wir durch Induktion̈uber
den Grad der Monome, daß auch die geordneten Monome den VektorraumU(g)
erzeugen.

Wir müssen also noch zeigen, daß die geordneten Monome linear unabhängig
sind inU(g). Dazu konstruieren wir eine treue Darstellung vonU(g) auf der sym-
metrischen AlgebräuberI .

Sei alsoS = k[ x̂i] i∈I die symmetrische Algebräuber der Basis{x̂i}i∈I .

Lemma 10.10.Es gibt eine Darstellungρ : U(g) → Endk(S) derart, daß für ein
geordnetes Monomxi(1) · · · xi(n) gilt:

ρ(xi(1) · · · xi(n))(1) = X̂i(1) · · · X̂i(n).



Aus dem Lemma folgt sofort die lineare Unabhängigkeit der geordneten Monome
in U(g), also der Satz von Poincaré–Birkhoff–Witt. �

Wir müssen also noch das Lemma beweisen.

Beweis des Lemmas.Für r ≥ 0 seiS≤r ⊂ S der von allen Monomen ˆxi(1) · · · x̂i(l) mit
l ≤ r aufgepannte Untervektorraum. Dann ist

k = S≤0 ⊂ S≤1 ⊂ · · · ⊂ S

eine Filtrierung aufS. Wir wollen nun f̈ur x ∈ g die Einschr̈ankung vonρ(x) aufS≤r

induktiv definieren und nehmen dabei an, daß die Einschränkung vonρ(y) aufS≤r−1

schon definiert ist f̈ur alley ∈ g. Wir wollenρ so konstruieren, daßρ(x)(S≤r−1) ⊂ S≤r

gilt und daß außerdem folgende Aussagen erfüllt sind:

(1) Istσ ≤ λ1 ≤ · · · ≤ λr , so ist

ρ(xσ)(x̂λ1 · · · x̂λr ) = x̂σ x̂λ1 · · · x̂λr .

(2) Für alleσ, λ1, · · · , λr ∈ I gilt

ρ(xσ)(x̂λ1 · · · x̂λr ) ∈ x̂σ x̂λ1 · · · x̂λr + S≤r .

(3) Es gilt für alleX ∈ S≤r−1 und alleσ, τ ∈ I

ρ(xσ)ρ(xτ)(X) − ρ(xτ)ρ(xσ)(X) = ρ([xσ, xτ])(X).

Für r = 0 können (und m̈ussen) wir offenbarρ(xσ)(1) = x̂σ definieren. Dann sind
die Eigenschaften (1) bis (3) in obiger Liste sicherlich erfüllt.

Sei also die Einschränkung vonρ(y) auf S≤r−1 für alley ∈ g schon definiert, so
daß (1) bis (3) gelten. Wir wollen die schon definierten Abbildungen nun aufS≤r

fortsetzen. Dazu ẅahlen wirσ ∈ I . Wir müssenρ(xσ) auf den Monomen ˆxλ1 · · · x̂λr

für λ1 ≤ · · · ≤ λr definieren.

Ist nunσ ≤ λ1, so m̈ussen wir wegen der Eigenschaft (1)

ρ(xσ)(x̂λ1 · · · x̂λr ) = x̂σ x̂λ1 · · · x̂λr

definieren. Ist aberσ 6≤ λ1, so m̈ussen, wenn die Eigenschaften (1) bis (3) erfüllt
sein wollen, folgende Identitäten gelten (wir schreiben ˆx

λ
′ für x̂λ2 · · · x̂λr ):

ρ(xσ)(x̂λ1 · · · x̂λr ) = ρ(xσ)ρ(xλ1)(x̂λ′) nach (1)

= ρ(xλ1)ρ(xσ)(x̂λ′) + ρ([xσ, xλ1])( x̂
λ
′) nach (3)

= ρ(xλ1)(x̂σ x̂
λ
′) + ρ(xλ1)(R) + ρ([xσ, xλ1])( x̂

λ
′) nach (2)

= x̂λ1 x̂σ x̂
λ
′ + ρ(xλ1)(R) + ρ([xσ, xλ1])( x̂

λ
′) nach (1)

für ein R ∈ S≤r−1. Per Induktion sind alle Terme auf der rechten Seite der letz-
ten Gleichung schon definiert und wir können diesen Ausdruck als Definition von
ρ(xσ)(x̂λ1 · · · x̂λn) benutzen.

Damit haben wir f̈ur alley ∈ g die Abbildungρ(y) auf S≤r definiert und m̈ussen
noch zeigen, daß die Eigenschaften (1) bis (3) erfüllt sind. Die Eigenschaften (1)
und (2) sind relativ offensichtlich, wir m̈ussen also noch die Eigenschaft (3) prüfen.

Wir wollen also zeigen, daß für alleλ1 ≤ · · · ≤ λr−1 undσ, τ ∈ I die folgende
Gleichung gilt:

ρ(xσ)ρ(xτ)(x̂λ) − ρ(xτ)ρ(xσ)(x̂λ) = ρ([xσ, xτ])( x̂λ).

Hier haben wir ˆxλ für x̂λ1 · · · x̂λr−1 geschrieben.



Nach unserer Konstruktion gilt diese Gleichung sicherlichfür τ ≤ λ1. Nach der
Antisymmetrie der Gleichung also auch für σ ≤ λ1. Wir nehmen nun alsoλ1 < σ

undλ1 < τ an.

Nun ist nach Induktionsannahme

ρ(xτ)(x̂λ) = ρ(xτ)ρ(xλ1)(x̂λ′)

= ρ([xτ, xλ1])( x̂
λ
′) + ρ(xλ1)ρ(xτ)(x̂λ′),

wobei wir x̂
λ
′ für x̂λ2 · · · x̂λn geschrieben haben.

Wenden wir auf diese Identität die Abbildungρ(xσ) an, wo erhalten wir

ρ(xσ)ρ(xτ)(x̂λ) = ρ(xσ)ρ([xτ, xλ1])( x̂
λ
′) + ρ(xσ)ρ(xλ1)ρ(xτ)(x̂λ′)

= ρ(xσ)ρ([xτ, xλ1])( x̂
λ
′) + ρ([xσ, xλ1])ρ(xτ)(x̂λ′) + ρ(xλ1)ρ(xσ)ρ(xτ)(x̂λ′),

wobei die letzte Gleichung ausλ1 < τ undλ1 ≤ λ2 folgt ????.

Wir erhalten die Gleichungen

ρ(xσ)ρ(xτ)(x̂λ) = ρ(xσ)ρ([xτ, xλ1])( x̂
λ
′) + ρ([xσ, xλ1])ρ(xτ)(x̂λ′) + ρ(xλ1)ρ(xσ)ρ(xτ)(x̂λ′),

ρ(xτ)ρ(xσ)(x̂λ) = ρ(xτ)ρ([xσ, xλ1])( x̂
λ
′) + ρ([xτ, xλ1])ρ(xσ)(x̂λ′) + ρ(xλ1)ρ(xτ)ρ(xσ)(x̂λ′)

Hier ist die zweite analog zur ersten, nur die Rollen vonσ und τ sind vertauscht.
Ziehen wir die rechte Seite der zweiten Gleichung von der rechten Seite der ersten
Gleichung ab, so erhalten wir (mithilfe der Induktionsannahme)

ρ(xσ)ρ([xτ, xλ1])( x̂
λ
′) + ρ([xσ, xλ1])ρ(xτ)(x̂λ′) + ρ(xλ1)ρ(xσ)ρ(xτ)(x̂λ′)

−ρ(xτ)ρ([xσ, xλ1])( x̂
λ
′) + ρ([xτ, xλ1])ρ(xσ)(x̂λ′) + ρ(xλ1)ρ(xτ)ρ(xσ)(x̂λ′)

= ρ([[ xσ, xλ1], xτ)(x̂λ′) + ρ([xσ, [xτ, xλ1]])( x̂
λ
′) + ρ(xλ1)ρ([xσ, xτ])( x̂

λ
′)

= −ρ([[ xτ, xσ], xλ1])( x̂
λ
′) + ρ(xλ1)ρ([xσ, xτ])( x̂

λ
′)

= −ρ([[ xτ, xσ], xλ1])( x̂
λ
′) + ρ([xλ1, [xσ, xτ])( x̂

λ
′) + ρ([xσ, xτ])ρ(xλ1)(x̂λ′)

= ρ([xσ, xτ])ρ(xλ1)(x̂λ′),

= ρ([xσ, xτ])( x̂λ)

und damit

ρ(xσ)ρ(xτ)(x̂λ) − ρ(xτ)ρ(xσ)(x̂λ) = ρ([xσ, xτ])ρ(xλ1)(x̂λ′),

was zu zeigen war. �

10.5. Erzeuger und Relationen.

Definition 10.11. Eine Lie-Algebraf heißtfrei, falls es eine TeilmengeX ⊂ f gibt,
so daß folgende Eigenschaft erfüllt ist: Für jede Abbildungg: X→ g in eine weitere
Lie-Algebrag gibt es genau einen Homomorphismusf : f→ g, so daßg = f |X.

SeiX eine Menge undV der Vektorraum mit BasisX. Seif(X) ⊂ T(V) die Unter-
Lie-Algebra erzeugt von can′(X) ⊂ T(V). Dann istf(X) eine freie Lie-Algebra, denn
jede Abbildungg: X → g induziert einen HomomorphismusV → g → U(g) von
Vektorr̈aumen. Es gibt also eine eindeutig bestimmte Abbildungf ′ : T(V) → U(g)
von uniẗaren Algebren. Das Bildf ′(f(X)) ist aber ing ⊂ U(g) enthalten, denn die
Menge der ErzeugerX von f(X) ist in g enthalten. Dies gibt uns eine Abbildung
f : f(X) → g der gesuchten Art. Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache, daß die
MengeX die Lie-Algebraf(X) erzeugt.



Definition 10.12. Sei I ⊂ f(X) das von den Elementenei, i ∈ I erzeugte Ideal.
Dann heißt die Lie-Algebraf(X)/I die von der MengeX mit den Relationenei = 0
erzeugte Lie-Algebra.

10.6. Der Satz von Serre.Den n̈achsten Satz beweisen wir in dieser Vorlesung
nicht. Man kann einen Beweis beispielsweise im Buch von Humphreys finden. Er
gibt eine Pr̈asentation einer halbeinfachen Lie-Algebra mittels Erzeuger und Rela-
tionen.

Satz 10.13.Sei R ein Wurzelsystem mit BasisΠ ⊂ R. Seig die komplexe Lie-Algebra
mit Erzeugern{xα, yα,hα | α ∈ Π} und den Relationen

[hα,hβ] = 0

[xα, yα] = hα [xα, yβ] = 0 (falls α , β)

[hα, xβ] = 〈α, β
∨〉xβ [hα, yβ] = −〈α, β

∨〉yβ

ad(xα)
−〈α,β∨〉+1(xβ) = 0 (falls α , β)

ad(yα)
−〈α,β∨〉+1(yβ) = 0 (falls α , β)

für alle α, β ∈ Π.

Dann ist g eine endlich dimensionale halbeinfache komplexe Lie-Algebra, der
von den hα erzeugte Untervektorraumh ⊂ g ist eine Cartansche Unteralgebra und
das entsprechende Wurzelsystem ist kanonisch isomorph zu R.

Bemerkung10.14. Sei g′ eine halbeinfache Lie-Algebra,h′ ⊂ g′ eine Cartansche
Unteralgebra undR⊂ h′∗ das Wurzelsystem. Nach Wahl einer BasisΠ in Rkönnen
wir Elementex′α, y′α, undh′α für alleα ∈ Π wählen, die die entsprechende Kopie
von sl(2,C) in g′ aufspannen. Wir haben schon gesehen, daßx′α, y′α, und h′α die
Relationen im Satz von Serre erfüllen.

Seig die dem WurzelsystemRnach dem Satz von Serre zugeordnete Lie-Algebra.
Dann gibt es also einen Homomorphismusg → g′, derxα auf x′α, yα auf y′α undhα
aufh′α abbildet.

Da x′α, y′α, undh′α die Lie-Algebrag′ erzeugen, ist obiger Homomorphismus sur-
jektiv. Da der Homomorphismus ein Isomorphismus auf den Cartanschenh undh′

ist, da die Wurzelsysteme vong undg′ übereinstimmen und alle Wurzelräume ein-
dimensional sind, sindg undg′ also isomorph.

11. D   L-A

Von nun an seig eine komplexe, endlich dimensionale, halbeinfache Lie-Algebra
undh ⊂ g eine Cartansche Unteralgebra,R⊂ h⋆ das entsprechende Wurzelsystem.

Sei nunV eine Darstellung vong. Wir nennenV auch oft einenModul über der
Lie-Algebrag.

Definition 11.1. V heißtGewichtsmodul(bzgl.h), falls

v =
⊕

λ∈h⋆

Vλ

gilt, wobei Vλ der λ entsprechende simultane Eigenraum zur Operation vonh ist,
also

Vλ = {v ∈ V | h.v = λ(h)v für alleh ∈ h}.



Ein λ mit Vλ , 0 heißtGewicht von V.

Übung11.2. Sei g eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra undh ⊂ g eine Cart-
ansche Unteralgebra. SeiV ein Gewichtsmodul vong bzgl.h. Man zeige, daß dann
auch jeder Quotient und jeder Untermodul ein Gewichtsmodulbzgl. h ist, und daß
die Menge der Gewichte eines Quotienten oder Untermoduls von V eine Teilmenge
der Gewichte vonV ist.

11.1. Höchstgewichtsmoduln.Sei R+ ⊂ R ein System positiver Wurzeln. Die
Wahl von R+ induziert eine partielle Ordnung auf der Mengeh⋆: Für λ, µ ∈ h⋆

definieren wirλ ≥ µ, falls λ − µ sich als Summe von Elementen ausR+ schreiben
läßt, falls also

λ − µ ∈ Z≥0R
+

gilt.

Definition 11.3. SeiV ein Modulüberg undλ ∈ h⋆. Dann heißtV ein Modul zum
höchsten Gewichtλ, falls folgende Aussagen gelten:

(1) V ist ein Gewichtsmodul bzgl.h,
(2) es gibt ein Elementv ∈ Vλ, v , 0, dasV erzeugt,
(3) istµ ein Gewicht vonV, so giltµ ≤ λ.

11.2. Borelsche Unteralgebren.Wir wollen in diesem Abschnitt Moduln mit ḧochstem
Gewichtλ untersuchen. Dazu definieren wir zunächst die unserer Wahl von positi-
ven Wurzeln entsprechende Unteralgebra

b := h ⊕
⊕

α∈R+

gα.

b ist eine Unter-Lie-Algebra wegen [h, gα] ⊂ gα und [gα, gβ] ⊂ gα+β. Sie heißt dieR+

entsprechendeBorelscheUnteralgebra vong. Nun ist

[b, b] =
⊕

α∈R+

gα,

also ist der Homomorphismusb→ hmit Kern
⊕

α∈R+ gα ein Homomorphismus von
Lie-Algebren.

Sei nunλ ∈ h⋆. Da h eine abelsche Unter-Lie-Algebra vong ist, definiert die
lineare Abbildungρ : h → gl(C), ρ(h) = λ(h)idC einen eindimensionalenh-Modul,
den wir mitCλ bezeichnen. Mittels des Homomorphismusb → h wird Cλ also ein
b-Modul, auf dem die Wurzelräumegα für α ∈ R+ durch Null operieren, und die
Unteralgebrah durch die Linearformλ.

Die Inklusionb ⊂ g
can
−−→ U(g) induziert eine Abbildung

U(b)→ U(g),

die nach dem PBW-Theorem ebenfalls eine Inklusion ist. Wir könnenU(g) also als
Modul über der AlgebraU(b) auffassen.

Definition 11.4. DerVerma-Modul̈uberg zum Gewichtλ ist

∆(λ) := U(g) ⊗U(b) Cλ.

Wir definieren
vλ := 1⊗ 1 ∈ U(g) ⊗U(b) Cλ = ∆(λ).



Wir definieren die AbbildungP: h⋆ → Z≥0 als

P(ν) = Anzahl der Darstellungen vonν als Summe von Elementen ausR+.

Beispielsweise istP(ν) = 0 für alleν < Z≥0R+ undP(α) = 1 für α ∈ Π, wobeiΠ die
R+ entsprechende Basis ist. Man nenntP dieKostantsche Partitionsfunktion.

Sein− :=
⊕

α∈R+ g−α. Dann istn− ⊂ g eine Unteralgebra.

Proposition 11.5.Seiλ ∈ h⋆.

(1) Der Verma-Modul∆(λ) ist frei übern−, d.h. die Abbildung

U(n−)→ ∆(λ)

X 7→ X.vλ

ist ein Isomorphismus von U(n−)-Moduln.
(2) ∆(λ) ist ein Gewichtsmodul und es gilt

dim∆(λ)µ = P(λ − µ).

(3) Der Verma-Modul∆(λ) ist ein Modul zum höchsten Gewichtλ.
(4) Sei V ein Modul zum höchsten Gewichtλ und v∈ Vλ. Dann gibt es genau

einen Homomorphismus von Moduln

f : ∆(λ)→ V

mit f(vλ) = v. Ist v, 0, so ist f surjektiv. Insbesondere ist jeder Modul mit
höchstem Gewichtλ ein Quotient von∆(λ).

Beweis.Nach dem PBW-Theorem istU(g) = U(n−)⊗CU(b) sogar alsU(b)-Rechtsmodul.
Damit ist

U(g) ⊗U(b) Cλ = U(n−) ⊗C Cλ � U(n−)

alsU(n−)-Modul. Damit haben wir (1) gezeigt.

Die Aussage (2) ist ebenfalls eine Konsequenz des PBW-Theorems: Wählen wir
eine BasisYα des Wurzelraumsg−α für jedesα ∈ R+ sowie eine Ordnung≤ auf R+,
so bilden nach dem PBW-Theorem die geordneten Monome

Yα1 · · ·Yαl

eine Basis vonU(n−). Also bilden, nach (1), die Vektoren

Yα1 · · ·Yαl .vλ

eine Basis von∆(λ). Jeder dieser Vektoren ist aber ein Gewichtsvektor, genauer
ist das Gewicht vonYα1 · · ·Yαl .vλ geradeλ − α1 − · · · − αl. Es gibt aber offenbar
P(α1 + · · · + αl) verschiedene Basisvektoren von diesem Gewicht, also gilt (2).

Der Verma-Modul∆(λ) wird offenbar vonvλ erzeugt und nach (2) ist∆(λ) ein
Gewichtsmodul und jedes Gewicht ist kleiner oder gleichλ. Damit ist ∆(λ) ein
Modul vom ḧochsten Gewichtλ.

Schließlich zeigen wir noch (4). IstV wie in (4) gegeben, so können wir den
Homomorphismus

Cλ → Vλ ⊂ V

1 7→ v



von h-Moduln definieren. Daλ ein maximales Gewicht vonV ist, ist dieser Homo-
morphismus sogar ein Homomorphismus vonb-Moduln. Wir erhalten einen indu-
zierten Homomorphismus

f : U(g) ⊗U(b) Cλ → V

X ⊗ 1 7→ X.v.

es gilt f (vλ) = f (1 ⊗ 1) = v. Eine solche Abbildungf ist eindeutig, davλ den
Verma-Modul erzeugt.

Ist v ∈ Vλ ein Erzeuger vonV, so muß f surjektiv sein. Also ist dimVλ = 1,
folglich erzeugt jeder nicht-triviale Vektor inVλ den ModulV, und damit istf für
jedesv ∈ Vλ, v , 0 surjektiv. �

11.3. Einfache Höchstgewichtsmoduln.

Satz 11.6.Zu jedemλ ∈ h⋆ gibt es bis auf Isomorphismus genau eine einfache Dar-
stellung L(λ) mit höchstem Gewichtλ. Sie ist isomorph zum eindeutig bestimmten
einfachen Quotienten von∆(λ).

Beweis.Wir zeigen als ersten Schritt, daß jeder Verma-Modul∆(λ) einen eindeutig
bestimmten maximalen echten UntermodulJ(λ) besitzt. Dazu m̈ussen wir zeigen,
daß die Summe aller echten Untermoduln ein echter Untermodul von ∆(λ) ist. Nun
ist jeder UntermodulN ⊂ ∆(λ) nachÜbung 11.2 ein Gewichtsmodul. Da nach
Proposition 11.5 der Gewichtsraum∆(λ) zum ḧochsten Gewichtλ vom Erzeuger
vλ aufgespannt wird, muß jedes Gewicht vonN echt kleiner alsλ sein. Damit ist
aber auch jedes Gewicht der SummeJ(λ) aller echten Untermodul echt kleiner als
λ. Insbesondere ist alsoJ(λ) , ∆(λ).

Nun betrachten wir

L(λ) := ∆(λ)/J(λ).

und die kanonische Quotientenabbildungπ : ∆(λ) → L(λ). Ist N ⊂ L(λ) ein Un-
termodul, so istπ−1(N) ⊂ ∆(λ) ein Untermodul, derJ(λ) umfasst. Es gilt also
π−1(N) = J(λ), alsoN = 0, oderπ−1(N) = ∆(λ), alsoN = L(λ). Also ist L(λ)
einfach. Nun ist nacḧUbung 11.2L(λ) ein Gewichtsmodul und für jedes Gewichtµ
gilt µ ≤ λ. Dar̈uberhinaus wirdL(λ) von π(vλ) erzeugt. Also istL(λ) ein einfacher
Höchtsgewichtsmodul und wir haben die Existenzaussage des Satzes bewiesen.

Ist nunL(λ)′ ein weiterer Ḧochtsgewichtsmodul, so gibt es nach Proposition 11.5
einen Homomorphismus

f : ∆(λ)→ L(λ)′

mit f (vλ) = v′λ, wobeiv′λ ∈ L(λ)′ ein Erzeuger mit Gewichtλ sei. Da f nicht die
Nullabbildung ist, mußJ(λ) im Kern von f liegen, also induziertf einen nicht-
trivialen Homomorphismusf : L(λ)′ → L(λ), der nach dem Lemma von Schur 6.1
ein Isomorphismus sein muss. �

Definition 11.7. Ein Gewichtλ ∈ h⋆ heißt

(1) ganz, wenn〈λ, α∨〉 ∈ Z für alleα ∈ R.
(2) dominant, wenn f̈ur alleα ∈ R+ mit 〈λ, α∨〉 ∈ Z gilt: 〈λ, α∨〉 ∈ Z≥0.



(3) Wir notieren

X+ := {λ ∈ h⋆ | 〈λ, α∨〉 ≥ 0 ∈ Z≥0 für alleα ∈ R+}

für die Menge aller ganzen dominanten Gewichte.

Lemma 11.8. Seiλ ∈ h⋆ undα ∈ Π eine einfache Wurzel. Gilt r:= 〈λ, α∨〉 ∈ Z≥0,
so gibt es einen injektiven Homomorphismus

∆(λ − (r + 1)α)→ ∆(λ).

Beweis.Seivλ ∈ ∆(λ)λ der Erzeuger von∆(λ). Wir wählen Elementexα ∈ gα, yα ∈
g−α, die die Lie-Algebragα = g−α⊕[g−α, gα]⊕gα erzeugen. Nach Proposition 11.5 ist
yn
αvλ für jedesn ≥ 0 eine Basis von∆(λ)λ−nα. Also ist der von den Elementenyn

αvλ,
n ≥ 0 aufgespannte UnterraumV′ von∆(λ) ein gα-Untermodul. DaV′ offenbar frei
ist über der universellen Einhüllenden vong−α, ist V′ isomorph zum Vermamodul
für gα zum ḧochsten Gewichtλ|[g−α,gα].

Ist nunr := 〈λ, α∨〉 ∈ Z≥0, so zeigen Rechnungen analog zu den Rechnungen im
Beweis von Satz 2.23, daßxαyr+1

α vλ = 0. Dar̈uberhinaus istλ − nα + β nicht kleiner
oder gleichλ für alleβ ∈ R+, β , α. Also gilt gβyr+1

α vλ = 0 für jedes solcheβ.

Sei nunV der vonyr+1
α vλ erzeugteg-Untermodul von∆(λ). Aus den obigen Re-

sultaten erhalten wir, mithilfe des PBW-Theorems, daßV ein Höchstgewichtsmodul
mit höchstem Gewichtλ− (r +1)α ist. Nach Proposition 11.5 gibt es also einen Ho-
momorphismus

f : ∆(λ − (r + 1)α)→ ∆(λ)
mit f (vλ−(r+1)α) = yr+1

α vλ.

Nun sind sowohl∆(λ − (r + 1)α) als auch∆(λ) freieU(n−)-Moduln vom Rang 1.
Nach dem Beweis des PBW-Theorems istU(n−) ein nullteilerfreier Ring, damit ist
jeder nicht triviale Homomorphismus zwischen freien Moduln vom Rang 1 injektiv.
�

Bemerkung11.9. Die Aussage des Lemmas gilt sogar ohne die Annahme, daßα

einfach ist. In diesem Fall ist der Beweis jedoch deutlich aufwändiger.

Proposition 11.10.Der einfache Modul L(λ) ist endlich dimensional genau dann,
wennλ ganz und dominant ist.

Beweis.Wir nehmen zun̈achst an, daßL(λ) endlich dimensional ist. F̈ur jedesα ∈ R+

zerf̈allt L(λ) als Darstellung vongα nach dem Satz von Weyl in eine direkte Summe
einfacher Darstellungen. Nach Satz 2.23 muß〈λ, α∨〉 ∈ Z gelten, da diese Zahl
als Eigenwert der Operation vonα∨ auftaucht (man beachte, daßgα isomorph zu
sl(2,C) ist und daß dabei das Elementα∨ dem Basiselementh ∈ sl(2,C) entspricht).
Aus 〈λ, α∨〉 < 0 würde nun, ebenfalls aus Satz 2.23 folgen, daßgαL(λ)λ , 0, also
daß auchλ + α ein Gewicht vonL(λ) ist. Das widerspricht aber der Tatsache, daßλ
das ḧochste Gewicht vonL(λ) ist. Also gilt 〈λ, α∨〉 ∈ Z≥0 für alleα, also istλ ∈ X+.

Wir zeigen nun die umgekehrte Richtung. Sei alsoλ ∈ X+ und v ∈ L(λ)λ ein
Erzeuger. Ist nunα eine einfache Wurzel, so gilt also〈λ, α〉 ∈ Z≥0 und mithilfe von
Lemma 11.8 sehen wir, daßv einen endlich dimensionalengα-Untermodul erzeugt.
Nun ist die Summe allergα-Untermoduln endlicher Dimension eing-Untermodul
von L(λ) (Übung!). DaL(λ) einfach ist, muß alsoL(λ) in die direkte Summe einfa-
chergα-Untermoduln zerfallen.



Sei P(λ) die Menge der Gewichte vonL(λ). Aus Satz 2.23 folgt, daßP(λ) inva-
riant unter der Spiegelungsα ist. Da die WeylgruppeW erzeugt wird von den ein-
fachen Spiegelungensα, mußP(λ) also sogar invariant sein unter der Operation der
Weylgruppe. Dann ist aberP(λ) endlich (Übung!). Da zus̈atzlich jeder Gewichts-
raum vonL(λ) endliche Dimension hat, mußL(λ) also endlich dimensional sein.
�

11.4. Charaktere einfacher Moduln. Sei

Z[h⋆] =
⊕

λ∈h⋆

Zeλ

die Gruppenalgebräuber der additiven Gruppe des Vektorraumsh⋆. Die Multipli-
kation ist auf den Basiselementen definiert durch

eλ · eµ = eλ+µ.

Die partielle Ordnung≤ auf h⋆ erlaubt uns, die folgendepartielle Vervollständi-
gung

Ẑ[h⋆] :=



















(cλ) ∈
∏

λ∈h⋆

Zeλ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

es gibtµ1,. . . ,µn ∈ h
⋆

mit cλ , 0⇒ λ ≤ µi

für ein i ∈ {1, . . . ,n}.



















vonZ[h⋆] zu definieren. Offenbar ist die Multiplikation auf̂Z[h⋆] noch immer wohl-
definiert.

SeiV ein Gewichtsmodul mit der Eigenschaft, daßµ1, . . . ,µn existieren mit

Vµ , 0⇒ µ ≤ µi für ein i ∈ {1, . . . ,n}.

Dann k̈onnen wir denCharakter von Vdefinieren durch

chV :=
∑

λ∈h⋆

dimC Vλe
λ ∈ Ẑ[h⋆].

Aus Proposition 11.5 folgt

ch∆(λ) =
∑

µ∈h⋆

P(λ − µ)eλ−µ

= eλ
∏

α∈R+

(

1+ e−α + e−2α
+ . . .

)

= eλ
∏

α∈R+

(

1− e−α
)−1
.

Wir können eine Operation vonW aufZ[h⋆] definieren durch

w(eλ) = ew(λ)

für allew ∈ W. Aus dem Beweis von Proposition 11.10 ergibt sich

Lemma 11.11.Seiλ ∈ X+. Dann istchL(λ) invariant unter der Operation vonW,
d.h. es gilt w(chL(λ)) = chL(λ) für alle w ∈ W.

Zur Erinnerung: wir haben das Elementρ ∈ h⋆ definiert durch 2ρ =
∑

α∈R+ α.

Definition 11.12. Die dot-OperationvonW auf h⋆ ist definiert durch

w.λ = w(λ + ρ) − ρ

für w ∈ W undλ ∈ h⋆.



Die dot-Operation ist also die zum Fixpunkt−ρ verschobene lineare Operation
der Weylgruppe aufh⋆.

Satz 11.13.Seiλ ∈ X+.

(1) Die Kostantsche Charakterformel.Es ist

chL(λ) =
∑

w∈W

(−1)l(w)ch∆(w.λ)

=

∑

w∈W

(−1)l(w)ew.λ
∏

α∈R+

(

1+ e−α + e−2α
+ . . .

)

.

(2) Die Weylsche Charakterformel.Es ist

chL(λ) =
∑

w∈W(−1)l(w)ew(λ+ρ)

∑

w∈W(−1)l(w)ew(ρ)
.

Lemma 11.14.Seiκ : g × g → C die Killing-Form aufg. Die Einschränkung vonκ
auf h ist invariant unter der Weylgruppe, d.h. es gilt für alle h,h′ ∈ h und w∈ W:

κ(h,h′) = κ(w(h),w(h′)).

Beweis.Es ist κ(h,h′) = Spur(ad(h) ◦ ad(h′)), wobei ad(h) und ad(h′) naẗurlich
Abbildungen vong nachg sind. Nun ist ad(h) die Nullabbildung aufh und die
Multiplikation mit 〈α,h〉 auf gα für jedesα ∈ R. Damit ist

κ(h,h′) =
∑

α∈R

〈α,h〉〈α,h′〉

=

∑

α∈R

〈w−1(α),h〉〈w−1(α),h′〉

=

∑

α∈R

〈α,w(h)〉〈α,w(h′)〉

= κ(w(h),w(h′)).

�

Zur Erinnerung: wir bezeichnen durch (·, ·) : h⋆ × h⋆ → C die durch die Restrik-
tion der Killing-Form vong auf h induzierte nicht ausgeartete und symmetrische
Bilinearform.

Lemma 11.15.Der Casimir-Operator C operiert auf∆(λ) durch Multiplikation mit
dem Skalar

cλ := (λ + ρ, λ + ρ) − (ρ, ρ).

Proof. Jederg-Endomorphismusf : ∆(λ) → ∆(λ) bildet den Gewichtsraum∆(λ)λ
auf sich ab. Da∆(λ) eindimensional ist, mußf auf ∆(λ) durch Multiplikation mit
einem Skalarc ∈ C operieren. Da∆(λ) aber erzeugt wird von∆(λ)λ, ist f dann
automatisch dasc-fache der identischen Abbildung.

Es gen̈ugt also zu zeigen, daßC durch Multiplikation mitcλ auf∆(λ)λ operiert.
Dazu ẅahlen wir xα ∈ gα \ {0} für jedesα ∈ R+ und definierenyα ∈ g−α durch
κ(xα, yα) = 1. Wir wählen zus̈atzlich eine Orthonormalbasish1, . . . ,hr vonh bzgl.κ.



Dann ist

C =
∑

α∈R+

(xαyα + yαxα) + h2
1 + · · · + h2

r

=

∑

α∈R+

(2yαxα + [xα, yα]) + h2
1 + · · · + h2

r

Seiv ∈ ∆(λ)λ. Dann ist

Cv= cλv =















∑

α∈R+

(2yαxα + [xα, yα]) + h2
1 + · · · + h2

r















v

=















∑

α∈R+

λ([xα, yα]) + λ(h1)
2v+ · · · + λ(hr)

2















v.

Wir können nunh ∈ h definieren durchκ(h, ·) = λ(·). Somit ist

cλ =
∑

α∈R+

κ(h, [xα, yα]) + κ(h,h1)
2
+ · · · + κ(h,hr)

2

=

∑

α∈R+

κ([h, xα], yα) + κ(h,h)

=

∑

α∈R+

α(h) + κ(h,h)

= 2ρ(h) + (λ, λ)

= (2ρ, λ) + (λ, λ)

= (λ + ρ, λ + ρ) − (ρ, ρ).

�

Lemma 11.16.Seiλ ∈ h⋆. Dann gibt es eine endliche Jordan-Hölder Reihe für
∆(λ), genauer sogar eine Filtrierung

0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mn = ∆(λ),

so daß für alle i= 1, . . . ,n gilt Mi/Mi−1 � L(λi) für gewisseλi mit λi ≤ λ und
(λi + ρ, λi + ρ) = (λ + ρ, λ + ρ). Die Multiplizit ät

[∆(λ) : L(µ)] := #{i ∈ {1, . . . ,n} | µ = λi}

hängt nicht von der gewählten Auflösung ab.

Proof. Zunächst besitzt jeder UntermodulM von ∆(λ) einen einfachen Subquoti-
enten. DennM ist ein Gewichtsmodul, dessen Gewichte kleiner oder gleichλ sind.
Dann exisitiert also auch ein maximales Gewicht inM, also entḧalt M einen Ḧochst-
gewichtsmodul. Jeder Ḧochstgewichtsmodul besitzt aber einen einfachen Quotien-
ten nach Proposition 11.5 und Satz 11.6.

Jeder einfache SubquotientL von∆(λ) ist ein Höchstgewichtsmodul und besitzt
ein maximales Gewicht. Dann mußL aber isomorph sein zuL(µ) für einµ ∈ h⋆.

Nach Lemma 11.15 k̈onnen nurL(µ) mit (µ+ρ, µ+ρ) = (λ+ρ, λ+ρ) als Subquo-
tienten von∆(λ) auftauchen. Da zusätzlichµ ∈ λ − ZR+ gelten muss, kommen nur
endlich vieleµ in Frage (Schnitt einer kompakten Menge mit einem Gitter). Jedes
L(µ) kann aber auch nur endlich oft vorkommen, da∆(λ)µ von endlicher Dimension
ist. Damit haben wir die Existenz einer endlichen Jordan-Hölder Reihe gezeigt.



Wir zeigen nun die Wohldefiniertheit der Multiplizität. F̈ur die Charaktere gilt

ch∆(λ) =
∑

µ∈h⋆

aλµchL(µ)

für gewisseaλµ ∈ Z≥0. Da alle Gewichte vonL(µ) kleiner oder gleichµ sind, sind die
aλµ eindeutig bestimmt. �

Beweis der Kostantschen Charakterformel.Sei zun̈achstλ ∈ h⋆ beliebig. Nach dem
vorherigen Lemma k̈onnen wir

ch∆(λ) =
∑

µ∈h⋆

aλµchL(µ)

schreiben f̈ur gewisseaλµ mit aλµ = 0 fallsµ 6≤ λ oder (λ + ρ, λ + ρ) , (µ + ρ, µ + ρ).
Wegenaνν = 1 gilt und da sich jede ganzzahlige Dreiecksmatrix mit Einsen auf der
Diagonalen ganzzahlig invertieren läßt, gibt es auch eine Gleichung

chL(λ) =
∑

µ∈h⋆

bλµ∆(µ) (∗)

mit gewissenbλµ ∈ Z undbλµ = 0 fallsµ 6≤ λ oder (λ + ρ, λ + ρ) , (µ + ρ, µ + ρ).

Nun ist
∏

α∈R+

(eα/2 − e−α/2) =
∏

α∈R+

eα/2(1− e−α)

= eρ
∏

α∈R+

(1− e−α).

Sei nunλ ∈ X+. Multiplizieren wir Gleichung (∗) mit obiger Identiẗat Element,
so erhalten wir















∏

α∈R+

(eα/2 − e−α/2)















chL(λ) = eρ
∏

α∈R+

(1− e−α)
∑

µ∈h⋆

bλµch∆(µ)

= eρ
∑

µ∈h⋆

bλµe
µ
∏

α∈R+

(1− e−α)
∏

α∈R+

(1+ e−α + e−2α
+ . . . )

=

∑

µ∈h⋆

bλµe
µ+ρ.

Wenden wir nun eine einfache Spiegelungsα auf diese Identiẗat an, so wechselt die
linke Seite ihr Vorzeichen, da chL(λ) nach Lemma 11.11 invariant ist. Dann ist also

bλµ−ρ = (−1)l(w)bλw(µ)−ρ.

Damit ist
bλµ−ρ = 0,

falls nicht (µ, µ) = (λ + ρ, λ + ρ) und w(µ) − ρ ≤ λ für alle w ∈ W gilt. Das
anschließende Lemma liefertµ ∈ W(λ + ρ) und damit

bλµ−ρ =















0, falls µ − ρ <W(λ + ρ),

(−1)l(w), falls µ = w(λ + ρ) für einw ∈ W.

Also ist
chL(λ) =

∑

w∈W

(−1)l(w)
∆(w.λ).

�



Lemma 11.17. Ist ν ∈ X und gilt (ν, ν) = (λ + ρ, λ + ρ) und wν ≤ λ + ρ für alle
w ∈ W, dann istν ∈ W(λ + ρ).

Beweis.Wir finden einw ∈ W mit w(ν) ∈ X+, wir können also ohne Beschränkung
der Allgemeinheit annehmen, daßν in X+ liegt. Dann gilt (ν, α) ≥ 0 für alleα ∈ R+,
also schliessenν undλ+ρ−ν einen spitzen Winkel ein. Damit folgt aus (λ+ρ, λ+ρ) =
(ν, ν) schonν = λ + ρ. �

Beweis der Weylschen Charakterformel.Aus dem Beweis der Kostantschen Cha-
rakterformel erhalten wir















∏

α∈R+

(eα/2 − e−α/2)















chL(λ) =
∑

w∈W

(−1)l(w)ew(λ+ρ).

Für λ = 0 erhalten wir
∏

α∈R+

(eα/2 − e−α/2) =
∑

w∈W

(−1)l(w)ew(ρ).

Teilen wir die erste Gleichung durch die zweite, so erhaltenwir

chL(λ) =
∑

w∈W(−1)l(w)ew(λ+ρ)

∑

w∈W(−1)l(w)ew(ρ)
.

�


