Zentren deformierter Darstellungskategorien

und Verschiebungsfunktoren

Peter Fiebig

DISSERTATION ZUR ERLANGUNG DES DOKTORGRADES
DER MATHEMATISCHEN FAKULTAT DER ALBERT-LUDWIGS-UNIVERSITAT
FREIBURG IM BREISGAU

MARz 2001



DEKAN DER MATHEMATISCHEN FAKULTAT:

Prof. Dr. Wolfgang Soergel

ERSTER REFERENT:

Prof. Dr. Wolfgang Soergel

ZWEITER REFERENT:

N.N.

DATUM DER PROMOTION :



Meinen Eltern






DANKE!

Ich danke sehr herzlich Wolfgang Soergel fiir die vielen Tiiren, die
er mir Offnete und fiir seine stets freundliche und immer inspirierende
Betreuung. Desweiteren danke ich sehr herzlich den Mitarbeitern der
Arbeitsgruppe Darstellungstheorie in Freiburg, allen voran Catharina
Stroppel, Martin Hérterich, Oleksandr Khomenko, Claus Mokler und
Steen Ryom-Hansen nicht nur fiir die wissenschaftliche Unterstiitzung.
Ich danke ebenfalls der Studienstiftung des deutschen Volkes fiir die Fi-
nanzierung meiner Promotion sowie dem Fields Institute for Mathema-
tical Research in Toronto, wo Teile dieser Arbeit entstanden, fiir seine
Gastfreundschaft. Ohne die finanzielle Hilfe des TMR-Programms “Al-
gebraic Lie Representations” wéren einige Auslandsaufenthalte nicht
machbar gewesen, auch dafiir bin ich dankbar.






ZENTREN DEFORMIERTER
DARSTELLUNGSKATEGORIEN UND
VERSCHIEBUNGSFUNKTOREN

PETER FIEBIG

ZUSAMMENFASSUNG. We define a deformed version of the classical
category O over symmetrizable Kac-Moody Algebras and examine
the projective objects therein. We prove a version of the classical
BGG-reciprocity theorem. Localization techniques allow to calcu-
late the center of all blocks outside the critical hyperplane. We also
define a deformed version of translation functors in both directions
and prove an adjointness property.
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Sei g eine symmetrisierbare Kac—-Moody-Algebra. Wir betrachten in
dieser Arbeit eine deformierte Version der klassischen Kategorie O. Sei
dazu T eine unitére, assoziative und kommutative Algebra iiber der
universellen Einhiillenden der Cartanschen Unteralgebra h von g. Die
deformierte Kategorie Or ist dann eine Unterkategorie der Kategorie
aller Moduln {iber der Lie-Algebra g ® T', auf deren Objekten die Bo-
relsche in geeigneter Weise endlich operiert und die Operationen von
h und T vertréaglich sind. Wie im klassischen Fall sind die wichtigsten
Objekte die deformierten Verma-Moduln, die parametrisiert werden
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durch ihre hochsten Gewichte. Wir beweisen, dafl es geniigend pro-
jektive Objekte in O gibt, falls wir die Gewichte der Moduln nach
oben beschrinken. Ist T' eine komplette lokale Algebra, dann existie-
ren projektive Decken aller einfachen Objekte in diesen Kategorien, die
eine endliche Filtrierung durch Verma-Moduln erlauben, und die Mul-
tiplizitdat der Verma-Quotienten wird durch eine Variante der BGG-
Reziprozitéit gegeben. Hieraus folgt durch klassische Argumente eine
Formel fiir die Zerlegung von Or in unzerleghare Unterkategorien, die
sogenannten Blocke. Fiir jeden Morphismus T° — T" existiert ein Ba-
siswechselfunktor - @7 T7": Or — Op, der Projektivitéit erhélt, jedoch
zerféllt ein unzerlegbarer Block im Allgemeinen nach Basiswechsel in
kleinere Blocke. Fiir ein endlich erzeugtes projektives Objekt P aus Or
ist die natiirliche Transformation

Home, (P,-) ®7 T" — Home,_, (P @7 T", )

ein Isomorphismus.

Fiir geeignete Deformationsringe werden analog zum klassischen Fall
die Verma-Moduln eines Blocks ausserhalb der kritischen Hyperebene
parametrisiert durch einen Orbit einer Untergruppe der Weylgruppe
auf dem Dualraum der Cartanschen Unteralgebra h. Eine noch offe-
ne Vermutung besagt, dafl die kategorielle Struktur eines Blocks nur
von der Isomorphieklasse dieser Untergruppe und der Singularitét des
Orbits, also dem Stabilisator eines Punkts, abhéngt.

Ein erster Schritt zur Berechnung der Struktur der Blocke ist die Be-
rechnung des Zentrums, also des Endomorphismenrings des Identitéts-
funktors. Ausserhalb der kritischen Hyperebene und ausgehend von ei-
ner universellen Deformation, ndmlich bzgl. einer Komplettierung der
universellen Einhiillenden der Cartanschen Unteralgebra, konnen wir
durch Lokalisierung die Blocke so weit reduzieren, dafl die zugehorige
Gruppe und die zugehorigen Orbiten aus héchstens noch zwei Elemen-
ten bestehen. Die Struktur dieser Blocke ist dann entweder die eines
deformierten Blocks iiber einer abelschen Lie-Algebra, falls der Orbit
aus einem Element besteht, oder des deformierten Hauptblocks von sls.
Beide Fille sind explizit berechenbar und erlauben die Bestimmung des
Zentrums im universell deformierten Fall fiir jeden Block ausserhalb der
kritischen Hyperebene.

Im zweiten Teil dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit der Defor-
mation der Verschiebungsfunktoren zwischen verschiedenen Blocken
der Darstellungskategorie. Wir definieren diese Funktoren analog zum
nicht-deformierten Fall, wo sie vor allem von Wayne Neidhardt in [Nei]
untersucht wurden, jedoch schréanken wir uns ein auf Moduln aus Or
mit Verma-Fahne. Da die Definition des Verschiebungsfunktors in die
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antidominante Richtung ein Tensorprodukt mit einem Modul mit nied-
rigstem Gewicht beinhaltet und dieses Produkt nicht mehr in Or liegt,
kénnen wir nicht die Ergebnisse iiber die Blockzerlegung zur Definition
benutzen. Das fithrt uns dazu, Moduln mit einer sogenannten umge-
kehrten Verma-Fahne zu betrachten. Den verschobenen Modul finden
wir dann als gewissen maximalen Subquotienten eines Moduls mit um-
gekehrter Verma-Fahne.

Der Verschiebungsfunktor in die dominante Richtung ist rechts- und
linksadjungiert zum Verschiebungsfunktor in die antidominante Rich-
tung. Die Rechtsadjungiertheit hat schon Wayne Neidhardt in [Nei]
gezeigt. In dieser Arbeit beweisen wir noch die Linksadjungiertheit.
Der Beweis der Linksadjungiertheit beniitzt ganz entscheidend Eigen-
schaften des Basiswechselfunktors auf den deformierten Kategorien.
Auch hier konnen wir das Problem auf den berechenbaren sl,-Fall
zuriickfiihren. Obwohl wir uns auf die Unterkategorie aller Moduln mit
Verma-Fahne beschrénkt haben, reicht die Adjungiertheit aus, um zu
zeigen, dafl verschobene projektive Objekte projektiv bleiben. Mittels
Verschiebung lassen sich so projektive Decken in Op konstruieren. Das
eroffnet einen kombinatorischen Weg zur Berechnung der Homomor-
phismenrdume projektiver Decken und zur Bestimmung der kategori-
ellen Struktur der Blocke. Das ist jedoch einer weiteren Arbeit vorbe-
halten.

2. DEFORMIERTE DARSTELLUNGSKATEGORIEN

Sei g D b D h eine symmetrisierbare Kac-Moody-Algebra iiber C
mit Borelscher und Cartanscher Unteralgebra und U = U(g) D B =
U(b) D S =U(h) die universellen Einhiillenden. Seien I C A, C A C
h* die einfachen bzw. positiven Wurzeln im Dualraum der Cartanschen.

Die Kategorie O besteht aus allen U-Moduln, die halbeinfach unter
S und lokal endlich unter B sind. Sei B — S linksinvers zur Inklusion
S — B. Jedes \ € bh* definiert unter dieser Abbildung den eindimen-
sionalen B-Modul C,. Der Verma-Modul

A()\) =U ®B (C)\

liegt in O und hat genau einen einfachen Quotienten L(A). {L(\)}ep
ist ein Représentantensystem fiir die einfachen Objekte in O.

Wir definieren nun eine relative Version der Kategorie O. Sei T' eine
kommutative, assoziative und unitéare S-Algebra mit Strukturmorphis-
mus 7 : S — 1. Wir definieren nun die Kategorie O nach dem Vorbild
O als gewisse Unterkategorie der Kategorie aller U-T-Bimoduln. Da T’
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kommutativ ist, kénnen wir die Operation von T als zusétzliche Links-
operation auffassen. Fiir einen U-T-Bimodul M und X\ € bh* sei

My={meM|hm=\+71)(h)mVYh € b}
der h-Eigenraum zum Gewicht A + 7. M) ist ein T-Untermodul.

Definition 2.1. Sei O die Kategorie aller U-T-Bimoduln M, so dafl
M die direkte Summe seiner Gewichtsraume M, ist und so daf fiir alle
Elemente m € M der T-Modul B.T.m endlich erzeugt ist.

Man macht sich leicht klar, dal O eine abelsche Kategorie ist. Sei

A € h*. Mittels

B— ST

wird T zu einem B-T-Bimodul 7). Durch Induktion erhalten wir
AT(A) =U ®B T/\,

den (deformierten) Verma-Modul zum Parameter A. Er liegt in Or.

Bemerkung 2.2. Ist 1 € h*, so definiert S % C eine S-Algebren Struk-
tur auf C und es ist Oc = O und Ac(A) = A(A + p).

Jeder Morphismus f : T"— T von S-Algebren induziert einen Funk-
tor

Ind = Indf = - ®T T, . OT — OT/
mit der Eigenschaft Ind(Ar (X)) = A (N).

Wir kénnen auch den adjungierten Funktor
Res = Resy : Oy — Op
definieren, indem wir Res(M) =¢ M als U-T-Bimodul auffassen.

Bemerkung 2.3. Sei K ein Korper mit der Struktur einer S-Algebra.
Dann ist die Kategorie Ok ein direkter Summand der gewohnlichen
Kategorie O {iiber der Lie-Algebra gx = g ®c K und besteht aus den-
jenigen Moduln, deren Gewichte im affinen Raum 7 + h* C b} =
Homg (h ®c K, K) = b* ®@¢ K liegen. Ag(A) hat genau einen einfachen
Quotienten Lg(A) und die Lg(A) mit A € h* bilden ein Représentan-
tensystem fiir die einfache Objekte aus Ok.

Lemma 2.4. IstT eine lokale S-Algebra mit mazimalem Ideal m C T
und 7 : T — K¢ := T/m der kanonische Morphismus, so definieren
Ind, und Res, eine Bijektion

emnfache Isomorphieklassen emnfache Isomorphieklassen
. — .
in Op in Ok,
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Beweis. Ist L einfach in Op, so ist jeder Gewichtsraum L, endlich
erzeugt iiber T'. Nach dem Lemma von Nakayama faktorisiert die Ope-
ration von 7" tiber T'/m. Folglich ist Ind(L) = L @7 T'/m = L @1 Kr
einfach in Ok,.. Umgekehrt ist Res(L’) einfach in Oy fiir jeden einfachen
Modul L’ aus Op/m. Wegen Ind(Res(L')) = L' und Res(Ind(L)) = L
folgt die Behauptung. U

Korollar 2.5. Ist T' lokal, so werden die einfachen Objekte in Or
parametrisiert durch A\ € h*.

Wir definieren Ly (u) := Res(Lk,.(1)).

3. DEFORMIERTE PROJEKTIVE OBJEKTE UND BLOCKE

Sei T eine beliebige S-Algebra. Im Allgemeinen existieren in Of
nicht geniigend projektive Objekte. Wir miissen deshalb zu gestutzen
Kategorien iibergehen.

Definition 3.1. Fiir \,u € bh* sei p < A, falls A — p € NA,. Die
Kategorie O;’\ bestehe aus allen Moduln M aus Or fiir die gilt

M, #0=pu <A

Im Folgenden zeigen wir, daf in den Kategorien O;’\ geniigend pro-
jektive Objekte existieren. Dann zeigen wir die Existenz projektiver
Decken und beweisen, dafl diese projektiven Decken eine Verma-Fahne
besitzen. Fiir komplette lokale S-Algebren kénnen wir auch die zu-
gehorigen Multiplizitdten berechnen. Die folgende Konstruktion pro-
jektiver Objekte findet sich fiir den nicht-deformierten Fall in [RCW]
und [Soe].

Fiir v € b* ist BY = @%@ B, ein B-Untermodul von B und wir
definieren

BY := B/B*.
Fir A\, p € b* mit p < A sei
P(0) = U es (B #@sT,).
SM() ist ein Modul aus O,

Definition 3.2. Sei M ein U-T-Bimodul. Eine Verma-Fahne von M
ist eine endliche Filtrierung von M, deren Subquotienten isomorph zu
Verma-Moduln sind. Mit (M : Ar(k)) bezeichnen wir die Multiplizitét
von Ar(k) als Subquotient in dieser Verma-Fahne. Diese Multiplizitét
héngt nicht von der Wahl der Verma-Fahne ab.

Proposition 3.3. Ser T eine S-Algebra und A\, € b* mit p < .
Dann ist Q1) ein projektives Objekt in O mit Quotienten A ()
und besitzt eine Verma-Fahne.
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Beweis. Sei M ein Modul aus O;’\. Dann ist

Hom <A(QT (1), M) Homy (U ®p (B ®5T,), M)
HOIIIB,T(Bg)\_'u ®S TH? M)
M

e

e

1%

Diese Isomorphlsmen definieren eine natiirliche Aqulvalenz von Funk-
toren Hom <)\(QT (p),-) = -, also ist Hom </\(QT (1),): O —

C—mod ein exakter Funktor und folglich Q; (u ) projektiv.
BSA# besitzt eine Filtrierung

0=ByCB, C--CB,=BY"
durch B-Moduln S,. Der letzte Quotient ist Sy. Dann ist
0=By®sT, C B ®sT,C-CB,®sT,=B>"®sT,

eine Filtrierung durch B-T-Bimoduln 7,,. Anwenden des exakten
Funktors U ®p - liefert eine Filtrierung

0=U®p(By®T,) CURp(B1&T,) C - CURp(B.,®T,) = Q3 (1)
durch Verma-Moduln Ar(p + v). Der letzte Quotient ist Ap(p). O

Proposition 3.4. Sei P ein projektives Objekt in (’)?’\ und T — T’
ein Morphismus von S-Algebren. Dann ist auch P @7 T" projektiv in
(9;’\ Ist P endlich erzeugt, so ist die natirliche Abbildung

HOIII(QT (P, M) ®T T/ — HOIIl(')T, (P ®T T/, M ®T T/)

ein Isomorphismus fiir alle M aus Og’\
Beweis. Wird ein Modul M aus Of erzeugt von einem Gewichtsvektor
m € M,, so existiert eine Surjektion Q3(;1)—M nach dem Beweis
von Proposmon 3.3. Also ist jeder Modul aus Og’\ ein Quotient eines
Moduls der Form G}Q M), jedes projektive Objekt P aus (’);)‘ ist
also direkter Summand eines solchen Moduls. Dann ist P @ T" aber
direkter Summand von @ Q5 (1) @7 T" = @ Q3 (1), also projektiv.
Ist P endlich erzeugt, so ist P direkter Summand einer endlichen
Summe @ Q<’\( ). Es geniigt also, den zweiten Teil der Proposition

fir P = Q$Mp) fiir ein g < A zu zeigen. Es ist dann P ®@p T" =

S5 (1). Wie schon im Beweis der Proposition 3.3 sehen wir, daf die
linke Seite dann natiirlich isomorph zu M, ®,T" ist und die rechte Seite
zu (M ®7¢ 1"),. Die natiirliche Abbildung M, @ T — (M ®7 1), ist

aber ein Isomorphismus. O

Sei 1 < A\. Ly(u) ist nach Proposition 3.3 ein Quotient von Q5 (y).
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Definition 3.5. Sei P () ein unzerlegbarer direkter Summand von
<

27 () mit Quotienten Lp(u).
Wir sehen gleich (Proposition 3.8), da Ps*(y) bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt ist, wenn T eine lokale komplette S-Algebra ist.

Lemma 3.6. Sei T eine lokale S-Algebra. Jeder direkte Summand ei-
nes Moduls mit Verma-Fahne hat eine Verma-Fahne.

Beweis (vgl. [MoP]). Sei M ein Modul mit Verma-Fahne und M = P&
@ eine direkte Zerlegung. Wir beweisen das Lemma durch Induktion
itber die Lénge [ einer Verma-Fahne von M. Der Induktionsanfang
ist klar, da Verma-Moduln unzerlegbar sind. Sei nun { > 1 und p ein
maximales Gewicht von M und OBdA P, # 0. Seim C 7' das maximale
Ideal und m € P,,m ¢ mP,. Ein solches m existiert nach dem Lemma
von Nakayama. Sei M’ das Erzeugnis als U-T-Bimodul von m. Ich
behaupte, dal dann M’ = Ap(u) und da M/M' = P/M' & Q eine
Verma-Fahne mit Lénge [ — 1 hat, woraus dann die Behauptung folgt.

Wir miissen nun also zeigen, daB fiir einen Modul M mit einer Verma-
Fahne der Lénge [, einem maximalen Gewicht p von M und einem
Element m € M,,,m ¢ mM, der Modul M’ = U.T.m isomorph ist zu
Ar(p) und M /M’ eine Verma-Fahne der Linge [ — 1 hat. Das geschieht
per Induktion nach [. Fiir [ = 1 beachten wir, daf§ ein Verma-Modul
Ar(A) von jedem Vektor m € Ar(A)x, m &€ mAp(\) erzeugt wird. Fiir
[ >1 sei

M:MoDMlDMQD"'DMl:O
eine Verma-Fahne der Lénge [. Ist m € M, so konnen wir die Induk-
tionsbehauptung auf M; anwenden und sind fertig.

Sei also m & M;. Wir betrachten den kanonischen Morphismus M’ —
M/M,;. Wegen der Maximalitdt von p ist M/M; = Ar(p). Wegen
m & mM erzeugt das Bild von M’ den Modul M /M. Somit ist obige
Abbildung surjektiv. Injektivitat folgt aus der Tatsache, dafl es wegen
der Maximalitdt von g und der universellen Eigenschaft von Verma-
Moduln eine links-inverse Abbildung M/M; — M’ gibt. Folglich ist
M' = Ap(p).

Die kurze exakte Sequenz

0— M — M— M/M; —0
spaltet wegen der Maximalitét von u, also M = M@ M /M, und M /M’
ist isomorph zu M; und M; hat eine Verma-Fahne der Lange [ —1. [J

Sei T" eine S-Algebra und p C T ein Ideal. Mithilfe der Projektion
T — T'/p konnen wir jeden Modul aus Oz, als Modul in O betrach-
ten.



Das néchste Lemma brauchen wir, um zu zeigen, dafl eine projektive
Decke auch beim Spezialisieren eine projektive Decke, also unzerlegbar,
bleibt.

Lemma 3.7. Sei T eine komplette lokale S-Algebra mit mazximalem
Ideal m und Restklassenkirper Ky = T/m. Ist P € Or ein endlich
erzeugtes unzerlegbares projektives Objekt, so ist auch P @1 Ky unzer-
legbar in Ok,.. Analoges gilt fiir die Kategorien Of’\ und O]E;.

Beweis. Angenommen, wir hitten eine Zerlegung P @7 Ky = R @ R’
in Ok,.. Mithilfe des Idempotent Lifting Lemmas (vgl. [Ben], Theorem
1. 7. 3) und des Isomorphismus aus Proposition 3.4

End(P @7 T/m") @7/ T/m™ = End(P @ T'/m™)
fiir m < n konnen wir diese Zerlegung sukzessive in
= P@rT/m" — .- - PRrT/m*> - PRrT/m=P®rKp
7u
-—R,®R, -+ —>R®R, > ROR

liften und erhalten lim P®T'/m" = lim R, ®lim R;,. Da jeder Morphis-
mus die Gewichtsraumzerlegung erhélt, zerfillt das direkte System der
P®T/m"in

P,\/mmP/\ — P,\/m"PA.
Fiir ein endlich erzeugtes Objekt sind nun die Gewichtsrdume endlich
erzeugte T-Moduln und fiir eine komplette Algebra T" und endlich er-
zeugte T-Moduln N ist N — lim N/m" N ein Isomorphismus, also ist

P=limP®T/m" =lim R, ®lim R,

Somit erhalten wir eine Zerlegung von P, im Widerspruch zur Voraus-
setzung. O

Der néchste Satz beweist die Existenz projektiver Decken in gestut-
zen Kategorien und verallgemeinert die BGG-Reziprozitéit iiber die
Multiplizitéten in einer Verma-Fahne.

Theorem 3.8. Sei T' eine komplette lokale S-Algebra und Ky =T /m
der Restklassenkorper. Seien \,p € b* und p < . Dann ist P (p)
eine projektive Decke von Ly (p) in (9;’\ und besitzt eine Verma-Fahne.
Fiir die Multiplizititen in dieser Verma-Fahne gilt die BGG-Reziprozi-
tat

(Pig)\(:u) : AT(”)) = (P]KgT)\(:u) : AKT(V)) = [AKT(V) : LKT(:U)]
fiir alle v < \.
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Beweis (vgl. [Soe]). Wir kiirzen P = PyMu) und L = Lp(u) ab. P
ist als direkter Summand eines projektiven Moduls projektiv. Sei 7 :
P — L eine Surjektion und ¢ : U — P ein Morphismus mit 7 o4 # 0.
Wir miissen zeigen, dafl ¢ surjektiv ist. Nun faktorisiert 7 o ¢ iiber die
Projektion can : P — P/mP wegen mL = 0.

3 ™

U P\ /L
P/mP

Nach Lemma 3.7 ist P/mP ein unzerlegbares projektives Objekt.
Nach [Soe] ist P/mP also eine projektive Decke des einfachen Moduls
L, folglich ist can o4 surjektiv. Nach dem Lemma von Nakayama ist ¢
surjektiv.

Nach Lemma 3.6 hat P eine Verma-Fahne. Ist

OZP()CPlCCPn:P
eine Verma-Fahne von P mit Subquotienten Ap(u;), so ist
0=FPr Kr CPArKrC---CP,®rKr =P rKrp

eine Verma-Fahne von P ®r Ky mit Subquotienten Ak, (1;). Hieraus
folgt die Formel

(PE (1) : Ar(v) = (B (1) : Arp(v)) -
Die zweite Formel ist die BGG-Reziprozitit ([Soe]). O

Als néchstes verallgemeinern wir die Blockzerlegung aus [DGK] und
[Soe].

Definition 3.9. Fiir eine komplette lokale S-Algebra T' sei ~r die von
A ~pop, falls [Ag,(N) 0 L, (1)) > 0 erzeugte Aquivalenzrelation auf

b*.

Definition 3.10. Fiir eine Vereinigung von Aquivalenzklassen 6 C
h*/~p sei Opy die Kategorie aller Moduln M aus Or, deren einfa-
che Subquotienten von der Form Ly(u) fir g € 6 sind. Sei (9;2, die
entsprechende Unterkategorie von (’);’\.

Theorem 3.11. Sei T eine komplette lokale S-Algebra mit mazximalem
Ideal m und Restklassenkorper Ky =T /m. Dann ist

H OT,A — Op

AeY* /o

{(My} — My
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eine Aquivalenz von Kategorien.

Beweis. (vgl.[Soe]) Fiir jeden Modul N aus Op und A € h*/~ sei Ny

das Erzeugnis der Bilder aller Morphismen Pf/\(u) — N fir p € A
und A > pu. Man zeigt leicht, dal N — {N,} invers ist zu obigem
Funktor. 0

Proposition 3.12. Sei T' — T’ ein Morphismus kompletter lokaler
S-Algebren. Aus p ~pr v fiir p,v € b* folgt p ~r v.

Beweis. P () @7 T" ist nach Lemma 3.4 projektiv und besitzt A ()
als Quotienten. Aulerdem gilt fiir die Multiplizitaten

(P (w) - Ax()) = (Pr(n) @7 T+ Apr(v)).
Die projektive Decke P (1) in O ist direkter Summand des Moduls
PMp) @7 T', folglich gilt
(PR() : Ar(v)) = (PR (1) : A (v))
und nach der BGG-Reziprozitit

[AKT(V) : LKT (M)] > [AKT/ (V) : LKT/ (ﬂ)} ’
und daraus folgt die Behauptung. O

Korollar 3.13. Fiir jeden Morphismus T — T" von S-Algebren und
jede Vereinigung von Aquivalenzklassen § C b* [~ induziert der Funk-
tor
-®TT/ :Opr — Op
einen Funktor
- QT T OTﬁ — OTQ@.

4. DEFORMIERTE ZENTREN

Sei T eine S-Algebra. Das Zentrum einer Kategorie ist der Ring
der natiirlichen Endomorphismen des Identitatsfunktors. In diesem Ab-
schnitt stellen wir einige Aussagen iiber die Struktur der Zentren der
deformierten Darstellungskategorien bereit und untersuchen die Ver-
bindungen zwischen Endomorphismen von projektiven Objekten und
dem Zentrum.

Definition 4.1. Sei Z7 das Zentrum von Or und er)‘ das Zentrum
von O fiir \ € b*.

Fiir A < X gibt es eine natiirliche Restriktionsabbildung ZT@‘/ —
Z3*, die {Z3*) bilden also ein gerichtetes System.
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Proposition 4.2. Die natiirlichen Restriktionsabbildungen Zy — ZT@‘
induzieren einen Isomorphismus

~1; <A
Zp = lim Z57.

Beweis. Jeder endlich erzeugte Modul M aus Or liegt schon in einer
Kategorie Of’\ und ein Element des Zentrums ist eindeutig bestimmt
durch seine Wirkung auf den endlich erzeugten Moduln. Folglich ist
obige Abbildung injektiv. Andererseits setzt sich jede natiirliche Trans-
formation des Identitatsfunktors auf der Unterkategorie der endlich er-
zeugten Moduln aus Or fort zu einem Element der Zentrums. 0

Es geniigt also, ZT@ zu berechnen. Proposition 4.4 gibt nun eine
konkrete Darstellung von Z5*.

Sei A € h* und {P,},<x cin System projektiver Objekte aus OS*
mit der Eigenschaft, dafl fiir alle 4 < X\ eine Surjektion P,—Ap(pu)

existiert. Ein solches System existiert nach Proposition 3.3. Sei

P = {@ P, | i <A I eine Indexmenge} :

iel

Lemma 4.3. Fir jeden Modul M aus O;A existiert ein P € P mit
einer Surjektion P—» M.

Beweis. Es geniigt, das Lemma fiir Moduln M, die von einem Element
m € M erzeugt werden, zu zeigen. Ein solcher Modul hat aber eine
(endliche) Filtrierung durch Hoéchstgewichtsmoduln. Wegen der Pro-
jektivitét der P, finden wir eine Surjektion @u P,—M, wobei pu die
hochsten Gewichte in dieser Filtrierung durchlauft. 0

Jedes Element z € Z5" definiert einen Endomorphismus z,: P, —
P,. Wir erhalten eine Abbildung

¢r: Z3* — ][ End(P,)
HEA
z = {ZM}MS)\'
Sei

fozu=z0f Yu,v <A }

B;’\ — {{z#} c H End(P,) f € Homo, (P,, P,)

n<A

Proposition 4.4. ¢ induziert einen Isomorphismus

¢r: Z3* > B C [ End(P,).

1500
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Bemerkung 4.5. Ist A € b*/. eine endliche Aquivalenzklasse, so ist
P=6 uea Pu ein volltreuer projektiver Erzeuger von Or . Ein ana-
log definiertes By ist dann das Zentrum des Rings End(P). Wegen
Or . = mod-End(P) ist obiger Satz ein Spezialfall der Aussage, dafl das
Zentrum der Kategorie der Darstellungen iiber einem Ring isomorph
zum Zentrum des Rings ist.

Beweis. Nach Definition des Zentrums liegt das Bild von ¢ sicherlich
in B3 Ist é7(2) = 0, so induziert z die Nullabbildung auf allen P,,
somit auf allen Moduln aus P. Jeder Modul aus (9;)‘ ist aber Quotient
eines Moduls aus P nach Lemma 4.3, wegen der Natiirlichkeit von z
operiert z also trivial auf jedem Modul, folglich ist ¢ injektiv. Wir
miissen noch Surjektivitit zeigen.

Sei z = {2,} ein Element aus By und M ein Modul aus O3, Wir
wollen die Operation von z auf den Moduln P, fortsetzen zu einer
Operation auf M. Wir konnen M darstellen als Kokern eines Morphis-
mus P’ — P mit Moduln P, P’ € P. Dann kommutiert das folgende
Diagramm

P P M
P P M

Also wird eine Abbildung M — M induziert. Da die auf den pro-
jektiven Objekten konstruierten Abbildungen kommutieren mit Mor-
phismen zwischen diesen projektiven Objekten, ist dieser Morphismus
unabhéngig ist von der Wahl der Darstellung P — P—» M. Auf &hnli-
che Weise sieht man, daf§ die so definierte Operation auf den Moduln
aus (’);’\ mit allen Morphismen vertauscht, also eine natiirliche Trans-
formation des Identitédtsfunktors liefert. Folglich liegt z im Bild von
o7 O

Wir fassen von nun an ZTg”\ als Unterring in [] LN End(P,) auf. Ist

T — T’ ein Morphismus von S-Algebren, so ist P, = P, @7 T" ein
projektives Objekt nach Lemma 3.4 mit Az (u) als Quotienten. Wir
kénnen annehmen, daf jeder Modul P, endlich erzeugt ist (beispiels-
weise ist jedes Q' (1) endlich erzeugt).

Lemma 4.6. Die kanonische Abbildung
H End(P,) — H End (P))
HSA HSA

induziert Abbildungen
Z ZTg,’\
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und
ZT — ZT/.
Beweis. Nach Proposition 3.4 ist Hom(P), P)) = Hom(P,, P,) @7 T".
<

Also vertauscht das Bild eines z € Z;" mit jedem Morphismus P, —
', liegt also in ZTg,’\ nach Proposition 4.4. Die Abbildung ZTg’\ — ZTS/)‘

v

ist unabhéngig von der speziellen Wahl der P,, nach Proposition 4.2
erhalten wir also auch eine Abbildung Zr — Zp. U

Bemerkung 4.7. Alle bisherigen Konstruktionen lassen sich ebenfalls in
viel allgemeineren Féllen, wie z.B. fiir Z-graduierte oder triangulierte
Lie-Algebren durchfiihren und die Sétze behalten ihre Richtigkeit.

Bemerkung 4.8. Sei T eine komplette lokale S-Algebra. Fiir jede Ver-
einigung von Aquivalenzklassen 6 C h*/~, seien analog Z7 und Z;g‘

die Zentren von Ory und O;’;. Dann gelten die Aussagen dieses Ab-
schnitts auch fiir Zry und Z55.

5. ORBITEN UND AQUIVALENZKLASSEN

Wir brauchen von nun an mehr Information iiber die Multiplizititen
[A(N) : L(p)]. Sei dazu (+,-): gx g — C eine nicht-ausgeartete invarian-
te Bilinearform auf g. Auch die Einschrinkung auf § x b ist dann nicht-
ausgeartet und induziert damit eine Bilinearform (-,-): h* x h* — C.
Fiir jede S-Algebra T sei b} = b* ®c T = Home(h,T) und (-, )7 :
h7 x b5 — T die T-bilineare Fortsetzung. Wir fassen h* = h*® 1 C b},
als Unterraum auf. Der Strukturmorphismus 7: h — S — T ist ein Ele-
ment in h%. Sei p € h* ein Element, daf§ auf jeder einfachen Kowurzel
den Wert 1 annimmt.

Sei T eine komplette lokale S-Algebra mit Restklassenkorper Ky.

Definition 5.1. Sei Tr die partielle Ordnung auf h*, die erzeugt wird
von i Tr A, falls es ein n € N und eine positive Wurzel g € A, gibt
mit 2(A + p+ 7, Bk, = n(0, Bk, und A — p = np.

Theorem 5.2. Seien A\, € h*. Dann st
[AKT(A)J LKT (M)] 7& 0

genau dann, wenn pu T X. Die Aquivalenzrelation ~r wird also von |
erzeugt.

Beweis. siehe [KK], Theorem 2. O

Sei W die Weylgruppe von g. In gewissen Fillen konnen wir die Aqui-
valenzklassen nun als Orbiten unter Untergruppen von W beschreiben.
Sei AT C Ay die Menge der positiven reellen Wurzeln von g.
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Definition 5.3. Fiir jedes \ € h* sei
AT ={ae Ay |20+ 7, 0)x, € Z(a, )k, } -
Fiir jedes o € A”¢ gibt es eine Spiegelung s, € W. Falls AT()\) C A”¢,
so kénnen wir auch
WTA) = (so |a€ AT(N)) C W
definieren.

Wir definieren nun die fiir unsere Arbeit wichtigsten Deformations-
ringe.

Definition 5.4. Sei S die Komplettierung von S am von h C S erzeug-
ten Ideal und @) der Quotientenkorper. Fiir jedes Primideal p C S sei
Sp die Lokalisierung an p und K, := Sp /p der Restklassenkorper. Fiir
a € Asei h, = (1,a)g € h C S, S, die Lokalisierung am Primideal
S ho und K, = ga / S’aha der Restklassenkorper.

Lemma 5.5. Seip C S ein Primideal und \ € *. Dann ist
AP (\) = {a e AS(\) | hy € p}.

Beweis. Es ist (A7, a)g, = (A+T7,a)g+p. Wegen (A, a)g = (X, a)c €
C und (7,a)g € b ist 2(A + 7,a)x, € Z(o,a) genau dann, wenn
(A, a)c € Z(a, o) und (7,a)¢ = 0 in K. Die erste Bedingung bedeutet
a € AY(X) und die zweite hy, = (7, )¢ € p. O

Bemerkung 5.6. Sei p C S ein Primideal. Ist Ai"()\) C AT,

die Aquivalenzklasse von \ unter ~ 4 nach Theorem 5.2 und Lemma

5.5 genau der Orbit W (). A, wobei w.(p) = w(p + p) — p die zum
Fixpunkt —p verschobene Operation sei.

so ist

Definition 5.7. Fiir eine Aquivalenzklasse A € h*/~ & und ein Prim-
ideal p C S sei ) )

AP (A) = AT
fiir ein A € A. Diese Definition héngt nicht von der Wahl von \ ab.
Proposition 5.8. (1) Sei A € b/~ eine Aquivalenzklasse und

p C S ein Primideal mit ho & p fir alle o € Ai(A). Dann
zerfallt A unter ~g, N einelementige Aquivalenzklassen und je-
der Verma-Modul aus OSp,A st projektiv.

(2) Seia € A¢ reell und A eine Aquivalenzklasse unter ~g . Dann
ist A3*(A) =0 oder AS~(A) = {a}.
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(a) Falls AJS;“ (A) =0, soist A einelementig und der zugehdorige
Verma-Modul in Og_, ist projektiv.

(b) Falls AS*(A) = {a}, soist A = {\, u} mit X\ = s4.p0 und
A > p. Dann ist Py (A) = Ag (A) projektiv und es existiert
eine kurze exakte Sequenz

0— Ag (A) — Pg (1) — Ag (1) — 0.

Beweis. zu 1: Nach Lemma 5.5 ist Ai‘“ (A) = 0, also spaltet A iiber
3,3 auf in einelementige Aquivalenzklassen. Nach Theorem 5.2 und der
BGG-Reziprozitit in 3.11 ist also jeder Verma-Modul aus ng A bro-
jektiv. A )

zu 2: Nach Lemma 5.5 ist AS*(A) = 0 oder A% (A) = {a}. Im
ersten Fall ist A einelementig und wir kénnen wie in 1. argumentieren.
Im zweiten Fall ist A = {\, u} mit A = s,.4 nach Bemerkung 5.6 und
wir konnen A > p annehmen. Dann ist Ag ()) projektiv und Ag, ()
kommt in Ag_(A) als Untermodul vor. Da der Homomorphismenraum
zwischen Verma-Moduln hochstens eindimensional ist, folgt [Ag, ()) :
Ag, (p)] = 1. Nach der BGG-Reziprozitét enthilt Py (1) die Verma-
Moduln Ag (A) und Ag (¢) also mit Multiplizitdt 1, der dominante
Verma-Modul taucht dabei als Untermodul auf. U

Bemerkung 5.9. Ist a € A’¢ eine reelle Wurzel, so zerfillt O, also in
Blocke, die entweder dquivalent zur Kategorie der Vektorrdume iiber
K, oder dquivalent zum Hauptblock der Lie-Algebra sl iiber K, sind.

Nun konnen wir das Zentrum auf gewissen Hyperebenen berechnen.
Fiir jede S-Algebra T liefert die Operation des Zentrums auf Verma-
Moduln eine Abbildung

r: Zy — HT

veh*
z = {zlarm)}

Ist T lokal und komplett und A € h*/~, so erhalten wir auf analoge
Weise eine Abbildung

VA e — HT

veA

z = {zlarm)}-
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Proposition 5.10. (1) Sei A € b/~ eine Aquivalenzklasse und
p C S ein Primideal mit ho € p fiir alle a € ASJ;(A). Dann ist

¢Sp,A3 ZS’,,,A - H Sp

veEA

ein Isomorphismus. R R
(2) Fiir jedes Primidealp C S ist die Abbildung Vg, Zg, — [Lco Sp
injektiv. )
(3) Sei v € AT reell und A eine Aquivalenzklasse unter ~g . Nach
Proposition 5.8 ist A3*(A) = () oder A3*(A) = {a}.
(a) Falls AS*(A) =0, so ist Zg A= Se.
(b) Falls AS*(A) = {a}, so ist A = {\, u} nach Proposition
5.8 und Zg = {{t,\,tu} €S, ® 9, |t =t, mod ha}.

Beweis. zu 1: Nach Proposition 5.8 ist jeder Verma-Modul in ngA
projektiv und nicht-isomorphe Verma-Moduln liegen in verschiedenen
Blocken. Die Behauptung folgt nun aus Proposition 4.4.

zu 2: Die kanonische Einbettung Sp — ( induziert nach Proposition
4.6 eine Einbettung Zg — Zg (da End(F,) — End(F,) ®¢ @ injektiv
ist) und das Diagramm

Zs, — Zq
L |
[15 — 1@

kommutiert. Da die waagrechten Abbildungen injektiv sind und die
Abbildung Zg — [] @ sogar ein Isomorphismus nach 1., ist auch Z 5
[15, injektiv.
zu 3: Im ersten Fall kann man wie in 1. argumentieren. Sei also nun
A = {\ p} mit A = so.pp und A > p. Wir kiirzen die Objekte Zg_,
Pg , Az und Ly durch Z, P,A und L ab. ’
Es ist P(A) = A(\) und es existiert eine kurze exakte Sequenz

0— AN = P(p) = A(p) = 0.

Sei f € End(P(p)). Wegen A > p gilt dann f(A(XN)) € A(N) und f
induziert damit Abbildungen

AN — AN,
Ju AQp) — Aw).
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Da diese Abbildungen durch Skalare aus S, gegeben sind, erhalten wir
eine Abbildung

End(P(i)) — Sa @ Sa.

Wegen der Natiirlichkeit der Operation von Z kommutiert das Dia-
gramm

Z S, ® S,

N T

End(P,)

Wir behaupten nun, da Z — End(P(u)) ein Isomorphismus ist. In-
jektivitat folgt aus obigem Diagramm und 2. Wir miissen noch zeigen,
daB jedes f € End(P(u)) ein Element des Zentrums induziert. f indu-
ziert auch einen Endomorphismus fy auf A(\) = P(\). Wir benutzen
die Charakterisierung des Zentrums aus Proposition 4.4 und miissen al-
so zeigen, dafl das Paar (f, f1) € End(P(n)) ® End(P())) im Zentrum
von End(P(u) @ P(X)) liegt. Sicherlich kommutiert (f, fy) mit allen
Morphismen P(A) — P(u) @& P(A). Nun ist End(P(r)) kommutativ,
wie man an der Einbettung

End(P(p)) — End(P(n)) ©g, @ =End(P(n) @ Q) = Q& Q

erkennt. Somit kommutiert (f, f) auch mit Endomorphismen P(u) —
P(p). Ein g: P(u) — P(X) setzen wir fort zu g: P(u) — P(p) und
erhalten die Behauptung.

Wir zeigen jetzt, daB das Bild B von End(P()) in S, & S, genau
{(fas fu) | fr = fu mod h,} ist.

Der Modul P(u1) ®g K, ist nach Lemma 3.7 unzerlegbar und damit
isomorph zu Pg_ (u). Wir betrachten das kommutative Diagramm

End(P(p)) —— End(Pk, (1))

l |

S. oS8, — K,0K,

wobei die Abbildung End(Pk, (1)) — K, &K, in analoger Weise durch
die Skalare auf den Verma-Faktoren gegeben sei. Pk (u) ist ein an-
tidominantes projektives Objekt in einer Kategorie, die isomorph ist
zum Hauptblock von sl iiber K, nach Bemerkung 5.9. Der Endo-
morphismenring End(Px_ (1)) ist dann zweidimensional und man sieht
leicht, dafl das Bild von End(Pk, (1)) — K, ® K, genau die Diagonale
{(t,t) € K@K, } ist. Ist (fy, fu) in B, so gilt folglich f\ = f, mod h,.
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Wir miissen nur noch zeigen, dafl die Elemente (1,1) und (h,,0) im
Bild von End(P(u)) — S. @ S liegen. (1,1) ist das Bild des Einsele-
ments.

Wir wéhlen eine Injektion Ag, (¢) — Ag,(A) und definieren die
Verkettung der Abbildungen

9: Pe, (1) — Ak, (1) — Ak, (A).

Nach Proposition 3.4 finden wir einen Lift
F: Plu) = A(N).

Die Verkettung P(u) — A(X) — P(p) induziert Skalare (fy,0) und
nach Multiplikation mit einem invertierbaren Element in S, finden wir
ein Element f € End(P(u)), das die Skalare (h”,0) fiir ein n > 0
induziert und dessen Bild in End(Px_(x)) nicht Null ist. Wir wollen
nun n = 1 zeigen. Dazu benétigen wir starke Hilfsmittel.

Sei (+,+): A(A) ® A(A) — S, eine nicht-ausgeartete und beziiglich
der Chevalley-Involution o: g — g kontravariante Bilinearform. Sei

A()\):MoDMl DMy, D ...
die Jantzen-Filtrierung, also
M;:={m e A\) | (m,A(N\)) =0 mod hl}.

Fiir M; == M;® 5. Ko gilt dann die Jantzen-Summenformel (vgl. [Jan],
Satz 5.3 und [KK], Beweis von Theorem 2)

Z chM; = Z chAg, (A — na),

1>0 a€A ,neN
(AtptT,0)=n(a,c)

wobei fiir einen Modul N € Ok, mit endlich-dimensionalen Gewichts-
rdumen der Charakter

chN := > " dimg, N, - ¢”
veh*

ein Element in der additiven Gruppe K,|[[¢”]] iiber den Symbolen e”
ist.
Auf der rechten Seite der Summenformel steht nun chAg, (1), also

der Charakter eines einfachen Moduls. Dann mufl My = 0 sein, M, also
im Kern der Projektion A(\) — Ak, () liegen.

Wir zeigen M = im(f: P(un) — A(X)) C My, falls n > 2, was den
Widerspruch zur Nicht-Trivialitét des Bildes von f in End(Pk,(u))
liefert. Ist n > 2, so gilt My C h2A(M)x. Sei vy ein Erzeuger von
ANy, uvy € M und wvy € A(N). Dann ist

(uvy, wuy) = (o(w)uvy, vy) € h2S,
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da vy orthogonal auf A(\), fiir v # X steht. Also ist M C M. O

Nach Proposition 5.10 kénnen wir Zg und ng fiir jedes Primideal p

als Unterring in [[ .. @ betrachten.

veh*

Proposition 5.11. Es gilt in Hl,eb* Q

und analog fiir jede Aquivalenzklasse A € f]*/Ng in [[,ep @

ZS,A - ﬂ ZS,,,A
pCS‘ prim
htp=1
Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl fiir jedes A € h* gilt
<A _ <A <A
5= () 725 cZ3
pCS‘ prim

htp=1

Daraus folgt die Behauptung mittels Proposition 4.2. Wir wéhlen pro-
jektive Objekte P, und identifizieren Z;’\, Z;”\ und Zé’\ als Unterringe
P

in [T,<,End(P,), [],<, End(P, ® Sp) und ], End(P, ® Q) wie in
Proposition 4.4. Wir betrachten folgendes kommutative Diagramm:

<A <A <A
Z P —_— Z Py —_— Z5

[TEnd(P) — [[End(P, @ 5,) — [[Exd(P, © Q)
Sicherlich gilt Zgg’\ N Z§’\. Sei nun z im Durchschnitt der Zgg’\. Wir
p p

wollen z € ZSQ‘

N [[EndP.@S,) = (]]End(P) @S,

pCh§ plfm P
tp=

= T[N End(P) @S,
= []End(p,)

ist z € [],<, End(F,). Hier haben wir im letzten Schritt die Identitét

[ 4,=A4

pCA prim
htp=1

zeigen. Wegen
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benutzt, die fiir alle noetherschen normalen Ringe A gilt ([Ma], Theo-
rem 38). Wegen Hom(P,, P,) € Hom(P,®S,, P,®5,) (fiir jedes p C 5)
kommutiert z aber mit allen Morphismen P, — P,, liegt also nach Pro-
position 4.4 in Z?‘. O

Das néchste Theorem ist das Hauptresultat des ersten Teils dieser Ar-
beit.

Theorem 5.12. Sei S die Komplettierung von S am von h* erzeugten

Ideal und A € h*/~, eine Aquivalenzklasse mit Ai(A) C A%, Dann
15t

Zgn = {{t,,} e[St =ty modh, Vac Ai(A)} .
veA
Beweis. Wir benutzen die Propositionen 5.10 und 5.11 . Sei p ein Prim-

ideal der Hohe 1. Gilt h,, & p fur alle o € Ai(A), so ist

Zp7A — H Sp.
Ist ho € p, so liegt das Primideal Sh, in p. Da p die Hohe 1 hat, ist
p = Sh,. Ist nun a ¢ A (A), so ist

Zg p= H S,

Ist o € Af(A), so ist nach Voraussetzung o reell und

Zg A= {{tu} €[]S Ita=t, mod hy, falls A = sa.p} _
veA

Der Durchschnitt dieser Ringe liefert nach Proposition 5.11 die Be-

hauptung. n

6. VERSCHIEBUNGSFUNKTOREN

In diesem Abschnitt betrachten wir Verschiebungsfunktoren zwischen
den Blocken der deformierten Darstellungskategorie Or. Sei M ein Mo-
dul aus Or und L ein einfacher integrabler Modul aus O. Dann hat L
ein dominantes hochstes Gewicht und der duale Modul L* hat ein anti-
dominantes niedrigstes Gewicht. Die Definition der Verschiebung in die
dominante Richtung beinhaltet das Tensorprodukt M ®¢ L und wurde
schon in [DGK] untersucht. Das Verschieben in die antidominante Rich-
tung beinhaltet das Tensorprodukt M ®¢ L* und dieses Tensorprodukt
liegt i.A. nicht in Or. Falls M jedoch ein Modul mit Verma-Fahne ist,
finden wir einen gewissen maximalen Subquotienten aus den gestutzten
Kategorien, den wir dann auf einen Block projizieren kénnen. Deshalb
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schranken wir uns von vornherein auf die Kategorie der Moduln mit
Verma-Fahne ein. Dadurch verlieren wir keine Information, da nach
Theorem 3.8 die projektiven Objekte eine Verma-Fahne besitzen. Die-
ser Funktor wurde im nicht-deformierten Fall ausfiihrlich in [Nei] un-
tersucht, jedoch beniitzen wir eine leicht verdnderte, aber dquivalente
Definition.

Da im Allgemeinen der integrable Modul L unendlich dimensional
ist und somit die Funktoren - ® L und -® L* nicht adjungiert sind, ist es
auch nicht offensichtlich, dal Verschiebungsfunktoren in die dominante
Richtung und in die antidominante Richtung adjungiert sind. In den
folgenden Abschnitten konstruieren wir explizit Adjunktionen in beide
Richtungen (eine der beiden Richtungen wurde im nicht-deformierten
Fall schon in [Nei] konstruiert). Obwohl wir uns eingeschrinkt haben
auf Moduln mit Verma-Fahne, reichen diese Adjunktionen aus um zu
zeigen, dafl ein projektiver Modul beim Verschieben projektiv bleibt.
Das konnte eine kombinatorische Beschreibung der projektiven Decken
und speziell der Homomorphismenraume ermoglichen.

Wir stellen nun die wesentlichen Definitionen zur Konstruktion der
Verschiebungsfunktoren bereit. Sei T' eine S-Algebra, M ein U-T-
Bimodul und N ein U-Modul. Dann ist M ®c N auf natiirliche Weise
ein U-T-Bimodul. Ist M ein Modul aus O7 und N ein Modul aus O,
dann ist M ®¢ N ein Modul aus Op. Ist T'— T" ein Morphismus von
S-Algebren, so sind (M ®@77T")®@c N und (M ®c N)®@7T" auf natiirliche
Weise isomorph als U-T"-Bimoduln.

Sei Mr die Unterkategorie von O, die aus allen Moduln mit end-
licher Verma-Fahne besteht. Analog seien ./\/lT,e,M%V, ... definiert.
Nach Theorem 3.8 haben alle projektiven Objekte eine Verma-Fahne.

Definition 6.1. Sei N ein U-T-Bimodul. Eine umgekehrte Verma-
Fahne (UVF) von N ist eine Filtrierung

N=NyDN; DNyD...

durch Untermoduln N;, so daBl (2, N; = 0, N;/N;_y = Aq(p,) fir
gewisse p; € b* und so daf fiir alle v € h* die Menge {i | p; < v}
endlich ist. Wir bezeichnen durch (N: Arp(k)) = #{i | p; = s} die
Multiplizitdt von Ar(k) als Subquotient von N in dieser UVF.

Bemerkung 6.2. Da wir nur Moduln mit endlicher UVF, also einer
Verma-Fahne, mit integrablen Moduln tensorieren, ist die Forderung
nach Elementen n; € N, so dal n; + N;y1 den Modul N;/N;,; erzeugt
und so daf§ N; erzeugt wird von {n;, n;.1,...}, wie sie Neidhardt in
[Nei] erhebt, in unserem Fall nicht nétig.



22

Sei N ein U-T-Bimodul mit UVF und v € h*. Sei N* der von
allen Gewichtsraumen N, mit k € v erzeugte Untermodul von N. Wir

definieren
NS := N/N*.

Proposition 6.3. (1) Die in obiger Definition definierte Multipli-
zitdat hangt nicht von der Wahl der UVF ab und sie ist additiv,
d.h. fiir eine kurze exakte Sequenz 0 — N’ — N — N”" — 0
von Moduln mit UVF qilt fir alle k € h*
(N: Ar(k)) = (N": Ap(k)) + (N": Ar(k)) .

(2) Sei N ein Modul mit UVF und v € b*. Dann besitzt auch N
eine UVF und fiir die Multiplizititen gilt

<w . _ J(N:Ap(k)) falls k <v,
(N ' AT(K)) a { 0 sonst.
(3) Sei
0—-N —-N-—=N"—0
eine exakte Sequenz von Moduln mit UVF. Dann ist auch die
induzierte Sequenz
0 — (N/)<V N N<Z/ N (N//)gy -0

exakt.

Beweis. Zunéchst ist 1. klar im Fall, daf3 alle Moduln eine endliche
UVF besitzen. Wir zeigen nun 2. fiir den Fall einer endlichen UVF. Sei

0=NyCN,C---CN,=N

eine Verma-Fahne und N;/N;_1 = Ap(p;). Da Ext(Ar(k), Ap(K)) =
0, falls kK £ &/, konnen wir diese Verma-Fahne so wéhlen, dafl alle
Subfaktoren zu Gewichten k £ v vor denen mit Gewichten < < v
vorkommen, daf} also ein [ > 0 existiert mit y; < v <= i > [. Dann
ist NS = N/N;, hat also eine Verma-Fahne und die Aussage iiber die
Multiplizitédten folgt.

Wir zeigen nun, daf fiir jede exakte Sequenz

0N LNZLN =0

von U-T-Bimoduln mit Gewichtsraumzerlegung (nicht notwendiger-
weise mit UVF) die induzierte Sequenz

(N)= L N¥ 5 ()< = 0 1)

exakt ist.
Zunichst ist g surjektiv, da von g induziert. Auflerdem liegt das Bild
von f sicher im Kern von g. Nun ist g|yz : N& — (N")% surjektiv,



23

da beide Moduln von den Gewichtsraumen in N bzw. N” zu Gewichten
k L v erzeugt werden und g surjektiv ist. Ist nun n € kerg und n € N
ein Urbild von 7, so ist g(n) € (N”)*. Sei ny € N* ein Urbild von
g(n). Dann liegt n — ng im Bild von f und n = n —ny liegt im Bild
von f, was zu zeigen war.

Haben nun alle Moduln in der exakten Sequenz (1) eine endliche
UVF, so folgt durch Vergleich der Multiplizitdten der Verma-Moduln
auch die Injektivitiat der ersten Abbildung. Wir haben also auch 3. fiir
den Fall mit endlicher UVF gezeigt.

Jetzt zeigen wir 2. in aller Allgemeinheit. Sei also N ein beliebiger
Modul mit UVF

N=NyDN; DNyD...
und N;/N;11 = Ap(p;). Die Inklusionen N; < N induzieren Abbildun-
gen Nf” — NS und wir erhalten eine Filtrierung

NS = N& > im(NS) Dim(Ny¥) D ...
Wir behaupten, dafl

Ar(py), falls i < v,
0, sonst.

im(N) /im(NS%) = {

Die exakte Sequenz

0— Niy1 — N; — Ni/Nz'—i—l — 0
induziert eine exakte Sequenz

Niyl - Ni@ - (Ni/NiJrl)@ — 0
und wir erhalten einen Isomorphismus

(Ni/Nis1) S = N5 [im(NS).

Auf analoge Weise erhalten wir einen Isomorphismus (N/N;,,)S &
N</im(NS%). Wir betrachten nun folgendes kommutative Diagramm

i+1
Niyl - Ni@ - Ni@/im(Nz‘?l) = (Ni/NiJrl)@
! il !
m(NS;) — im(VE) — im(NS)/im(NS)
| l !
1rn(N§r”1) - N - N@/im(Nil’l) = (N/Niﬂ)gy

Die exakte Sequenz

besteht aus Moduln mit endlicher UVFEF und nach dem schon Bewiese-
nen ist

0 — (Ni/Niz1)S — (N/Nip1)s — (N/N))S — 0
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exakt, speziell ist die erste Abbildung injektiv. Dann muss aber auch die
Abbildung (N;i/Nip1)S — im(N~) /im(NS4) injektiv sein, aus obigem
Diagramm erhalten wir aber auch, dafl diese Abbildung surjektiv ist,
also ein Isomorphismus. Insgesamt erhalten wir

Ar(pi)S = (Ni/Niw1) S 2 im(NS) /im(NS)

und damit die Behauptung. Also hat NS eine UVF mit den geforder-
ten Multiplizitdaten. Damit ist 2. bewiesen. Aus 2. folgt nun auch sofort
die Unabhéngigkeit der Multiplizitdten von der Verma-Fahne und dann
auch die Additivitdat. Wir miissen also nur noch die Injektivitét der in-
duzierten exakten Sequenz aus 3. zeigen. Das folgt nun aber auch aus
der Aussage 2. iiber die Multiplizitdten der Verma-Moduln. U

Lemma 6.4. Sei T — T’ ein Morphismus von S-Algebren, N ein
U-T-Bimodul mit UVF und v € b*. Dann gilt

(N@rT)S = NY or T
Bewets. Zunichst gilt fiir alle Gewichte «
N, @7 T = (N @7 T').,
also auch N¥ @7 T" = (N @7 T")*, also auch NS @7 T" = (N ®r
TS, O
Proposition 6.5. Sei L* ein U-Modul mit niedrigstem Gewicht und N

ein U-T-Bimodul mit Verma-Fahne. Dann besitzt N @c L* eine UVF
und fiir die Multiplizititen gilt

(N®c L : Ap(k)) = > (N : Ap(k — x)) dime L
X
fir jedes Kk € bh*.

Beweis. Sei 0 = ]\Nfo c Mz C - C Nk = N eine Verma-Fahne von
N und n; € N; so, dafi n; + N;_; den Verma-Modul N;/N;_; erzeugt.
Sei {l;}; eine C-Basis von L*, bestehend aus Gewichtsvektoren. Wir
kénnen nun die Menge {n; ® {;};; = {vo, v1, ...} folgendermaBen ord-
nen: Sei p; das Gewicht von v;, dann folgt ¢ < j aus p; < pj. Sei nun
N, das Erzeugnis (als U-T-Bimodul) von {v;, v;11,...}. Wir erhalten
eine Filtrierung

N®&cL* =NygDN DNyD---.
Mit denselben Argumenten wie in [Jan], Abschnitt 2.2 kénnen wir zei-
gen, dal N;/N;y; isomorph ist zu Ap(u;). Damit ist obige Filtrierung

tatséchlich eine UVF. Die Aussage {iber die Multiplizitdten folgt nun
direkt aus der Konstruktion. 0
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Nun koénnen wir die Verschiebungsfunktoren definieren. Wir wéhlen
zundchst die entsprechenden Blécke. Seien A,y € h* dominant und
0 :=X—p > 0. Sei L der einfache Modul mit héchstem Gewicht 6 und
L* der duale Modul, also der einfache Modul mit niedrigstem Gewicht
—0. Beide Moduln sind integrabel, speziell gilt dim L) = dim L, fiir
alle w € W und s € h*. Seien [A] und [u] die Aquivalenzklassen von
A und g unter ~g. Fiir einen Modul M aus Og sei My bzw. M, die
Projektion von M auf den [A]- bzw. [u]-Block.

Wir fordern weiter, dafi A (und damit auch p) nur ganz bzgl. reeller
Wurzeln ist (im affinen Fall also ausserhalb der kritischen Hyperebene
liegt), also sei AS(X) = Af(u) C A%, Wegen AT (N) = A% () ist
auch W9 (X\) = W5(u). Wir fordern weiter, da§ X regulér ist, also {y €
A | (A +p,7Y) = 0} = 0 und p nur auf der a-Wand liege, also
{v € A% | (u+ p,vY) = 0} = {a} fiir eine positive reelle Wurzel
. Nach Bemerkung 5.6 gilt fiir die Aquivalenzklassen [A] = W5()).\
und [p] = W5(u).u. Im Folgenden werden wir nur noch mit lokalen
S-Algebren T arbeiten. Nach Proposition 3.12 sind [\ und [z] dann
abgeschlossen unter ~.

Bemerkung 6.6. Wir haben vorausgesetzt, daf8 es in jeder Aquivalenz-
klasse ein dominantes Gewicht gibt. Im Fall von affinen Kac-Moody-
Algebren liegen die Blécke also im positiven Level. Da dann jeder Orbit
ein hochstes Gewicht hat, miissen wir nicht zu gestutzten Kategorien
iibergehen. Die folgenden Ergebnisse sind aber auch im Fall, daf3 bei-
de Aquivalenzklassen ein antidominantes Gewicht enthalten, richtig fiir
die gestutzten Blocke. Ausserdem konnten wir die Voraussetzung an die
Regularitiat von A so abschwéchen, dafl wir fordern, dafl der Stabilisator
von A endlichen Index im Stabilisator von u habe.

Definition 6.7. Sei T eine lokale S -Algebra. Der Verschiebungsfunktor
aus der Wand

Vour = ﬁZut: Muru) — Mo
und der Verschiebungsfunktor auf die Wand
Jon = Von: Mz — My
seien definiert durch
Vout (M) = (M ®c L),
Jon(N) = ((N®c L))y

Bemerkung 6.8. M ®c L und (N ®c L*)S* sind Moduln aus Or, deshalb
sind die Verschiebungsfunktoren wohldefiniert.
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Wir betrachten nun das Verhalten der Verschiebungsfunktoren unter
Basiswechsel.

Lemma 6.9. Sei T'— T ein Morphismus von lokalen S'—Algebren und
M € My (bzw. N € Mqy). Dann gibt es natiirliche Isomorphismen

790n(]\f ®T T/) = (rﬁOnN) ®T TI
ﬁout(M ®T T,) = (ﬁoutM) ®T T/

Beweis. Der Funktor - ®p 7" kommutiert nach Korollar 3.13 mit der

Projektion auf einen Block und nach Lemma 6.4 mit dem Funktor
Sy ]

Lemma 6.10. Sei T eine lokale S’—Algebm und 0 — M — M —
M" — 0 eine kurze exakte Sequenz von Moduln aus Mgy (bzw.
M) Dann ist auch die Sequenz

0— I, M — 9, M — 9,,M" — 0
(bzw.0 — Doy M" — Jou M — Dy M" — 0) exakt.

Beweis. Uy, ist als Verkettung der exakten Funktoren - ®c¢ L und (-)py
exakt. Nach Proposition 6.3 ist auch

0— (M ®c L") — (M ®@c L) — (M" ®c L*)S* — 0
exakt und alle Moduln liegen in Or. Dann bleibt auch die Projektion
auf die [u]-Komponente exakt. O

Proposition 6.11. Sei T eine lokale S-Algebra und z € WS()\) Dann
151

Von(Ar(x.N)) = Ap(z.p0)
und es gibt eine exakte Sequenz

0— Ay — Joue(Ar(z.p0)) — A, — 0,

wobei
Ay = Ap(xzse.A), Ay = Ap(z)), falls xs,. A > x.,
Ay = Ap(z)), A, = Ap(xsy.N), falls xsq.\ <z

(d und a stehen fiir dominant und antidominant ).

Beweis. Nach den Propositionen 6.3 und 6.5 haben sowohl ¥, Ap(z.)\)
als auch 9, A (z.p) eine Verma-Fahne, deren Subquotienten Ay (z.A—

0) bzw. AT(@.;H—é) fiir Gewichte 6 von L mit z.\ — 6 € ngu).u bzw.

z.pu4+0 € WS(N).A sind. Nun ist £ A—0 = w.p fiir ein w € Ws(u)genau
dann, wenn A\ — 27 1(0) = (7 'w).u. Da L integrabel ist, ist mit 6 auch
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x*1(6’)~ein Gewicht von L mit derselben Multiplizitét. Analoges gilt fiir
r.pu+ 60 =w.\. Wir kénnen uns also auf den Fall z = e beschrénken.
Nun folgt aus 6 < 0

A—O>X—0=p>wp,
fiir alle w € W¥(u), da p dominant ist. Also folgt A — 6 € WS(u).u

genau dann, wenn 6 = 6. Da der Gewichtsraum Ly eindimensional ist,
folgt die erste Behauptung. Aus 1+ 6 = w.\ folgt w™'.p = A —w™'6
und nach dem eben Bewiesenen w=t.u = g und w0 = 6. Da X\ auf
allen Wéanden wie p ausser der a-Wand liegt, gibt es genau die Fille
p+60 = Xund p+s,(0) = s,.\. Beide Fille tauchen mit Multiplizitét 1
auf. Die Reihenfolge der Subquotienten in der kurzen exakten Sequenz
wird durch die Ordnung der Gewichte gegeben, der Verma-Modul zum
grosseren Gewicht taucht dabei als Untermodul auf. O

Uber gewissen Hyperebenen zerfillt nun die kurze exakte Sequenz aus
obiger Proposition auf eindeutige Weise. )

Sei p C S ein Primideal der Hohe 1 und 2 € W¥(u). Sei [z.4], die
Aquivalenzklasse von z.p unter ~ o dann zerféllt Ogm[u] in Blocke der

Form Og . Im folgenden Lemma schrinken wir 9,,; ein auf den

Pﬂ[fr'“]P
B].OCk MSp,[%./L]p .
Lemma 6.12. Sei h,, & p. Dann sind die Aquivalenzklassen [x.\], und
(5. disjunkt. Also zerfallt ¥y Mg, o, kanonisch in die direkte

Summe zweier Funktoren

ﬁOUt‘Mé‘p,[ = 19[35.)\133 sy oy

[zsa-Alp
. 1lp out .

out

Beweis. Ist hg ¢ p fiir alle 3 € A% (u), so sind alle Aquivalengklassen
einelementig nach Proposition 5.8. Ist hg € p fiir ein 8 € A (u), so
ist p = S‘hg und wir miissen zeigen, daf gilt sgr. A # xs,.A. Nun ist
ST\ = IS,.A genau dann, wenn x -t sgz. A = $,.A und wegen z g =
Sy-1p ist Letzteres dquivalent zu s,-15.\ = $,.A oder 2713 = +a. Das
ist genau der Fall, den wir ausgeschlossen haben. O

Definition 6.13. Fiir € W() nennen wir die positive Wurzel 3 €
{xza} die kritische Wurzel fir x.

Bemerkung 6.14. Ist 3 die kritische Wurzel fiir x, so ist § auch die
kritische Wurzel fiir zs,,.

Bemerkung 6.15. § € Af(,u) ist genau dann die kritische Wurzel fiir
x, wenn es einen nichttrivialen Morphismus (Aq)x, — (Aq)k, gibt.
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Bemerkung 6.16. Ist § die kritische Wurzel fiir z, so liegt x.u auf der
B-Wand, d.h. sgz.pt = x54.1t = x.p0.

Wir zeigen nun schon, dafl projektive Objekte beim Verschieben pro-
jektiv bleiben, falls die Verschiebungsfunktoren v,, und 9,, rechts-
bzw. linksadjungiert sind. In den néchsten beiden Abschnitte werden
wir beide Adjunktionen konstruieren.

Proposition 6.17. Sei T eine lokale S-Algebra. Es gebe eine Adjunk-
tion (Von, Vout), also einen Isomorphismus von Bifunktoren

HOIHMT’M (ﬁon'; ) = HOIHMT’[/\] (', ﬁauf).

Sei P € Oy projektiv. Dann ist auch ¥, P € Or,y) projektiv. Analo-
ges gilt fiir eine Adjunktion (O, Ion)-

Beweis. Sei P € Ory projektiv und P e Or,y ein projektives Ob-
jekt mit einer Surjektion P — 9, P (da p dominant ist, also Orpj =
(’);’fu}, existiert ein solches projektives Objekt nach Proposition 3.3).
Wir zeigen, dafl diese Surjektion spaltet, 9,,P also ein direkter Sum-
mand eines projektiven Moduls und damit selbst projektiv ist. Eine
Spaltung ist ein Urbild der Identitéit unter der induzierten Abbildung
Hom(9,, P, f’) — Hom(V,, P, Yo P). Wir wenden die Adjunktion an
und erhalten ein kommutatives Diagramm

Hom (0o, P, P) — Hom(Jop P, 0 on P)
| |

Hom(P, 9, P) — Hom(P, ¥y 00nP)

Aus der Definition von 4, folgt, daf3 Yout P — Vot Oon P surjektiv ist,
wegen der Projektivitdt von P ist also die untere Abbildung surjektiv.
Also ist auch die obere Abbildung surjektiv und es existiert ein Urbild
der Identitat.

Die entsprechende Aussage fiir die Adjunktion (Jus, Von) beweist
man analog, indem man eine Surjektion P — Vour P betrachtet und
ausnutzt, dafl O P — oy ous P surjektiv bleibt, nach der Exaktheit
der Sequenz (1) aus dem Beweis von Proposition 6.3. O

7. DIE ADJUNKTION (0, Yout)

In [Nei| wurde fiir den nicht-deformierten Fall schon eine Adjunktion
(Do, Vour) konstruiert, sogar fiir die Definition der Verschiebungsfunk-
toren auf O statt auf M. Die Argumente bleiben auch im deformierten
Fall giiltig.
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Theorem 7.1. Sei T eine lokale g—Algebm. Es gibt natirliche Trans-
formationen von Funktoren v,,0: — idMT,[u] und idMT,m — YourPon-
Diese Transformationen definieren eine Adjunktion

Homq,. , (Von, +) = Homy, (4, Dour)-

Beweis. Sei M € My, und can: M ®¢ L ®c L* — M der kanonische
Morphismus. Nun ist 9, M ein direkter Summand von M ®¢ L und
wir konnen can einschrinken auf den Untermodul (9,,,M) ®c¢ L*. Da
die Gewichte von M alle kleiner oder gleich p sind, faktorisiert diese
Abbildung iiber ((Jou:M) ®@c L*)S* und da M ein Modul im [u]-Block
ist, sogar iiber Yo, VoM = (((JoutM) ¢ L*)g“)w und wir erhalten
einen Morphismus 9,,9,,M — M. Diese Konstruktion ist vertraglich
mit allen Morphismen aus My, und wir erhalten auf diese Weise
einen Morphismus von Funktoren 1,,¢,,; — id M-

Sei nun N € My 5. Wir wihlen nun eine Basis {/;} von L bestehend
aus Gewichtsvektoren und die duale Basis {l;} von L*. Die Abbildung

N — (N®cL)Y®cL
n Zn@lf@li

ist wohldefiniert, da nur fiir endlich viele ¢ das Gewicht von [ klei-
ner oder gleich p ist. Wir verketten obige Abbildung dann mit der
Projektion (N ®¢ L*)S ®@¢ L — ((N ®¢ L*)S*),) ®c L und das Bild
dieser Abbildung liegt dann, da N ein Modul aus dem [A]-Block ist,
in 9590, N = (N ®¢ L*)Q‘)[H] ®c L)jy. Diese Konstruktion ist ver-
triglich mit allen Morphismen in My 5 und wir erhalten eine natiirli-
che Transformation id Moy = Dot Fon-

Eine natiirliche Transformation id Moy — Yot Won definiert einen
Morphismus von Funktoren

HOmMT’[M] (19071.7 ) - HomMTJA] (.7 'ﬁout')
und eine natiirliche Transformation 9,9, — 1d Mo definiert
(ﬁon" )

Diese Abbildungen sind invers zueinander, wenn die natiirlichen Trans-
formationen 790n - ﬁonﬂoutﬁon - '&on und ﬂout - ﬂoutﬁonﬁout - ﬁouta
die man aus obigen Transformation durch Verkniipfen mit 9., und ¥,
und Verkettung erhalten kann, identische Abbildungen sind. Das folgt
jedoch leicht aus der Konstruktion. U

Hom,. ,, ( Yours) — Hompg,.

Aus Proposition 6.17 und Theorem 7.1 folgt
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Korollar 7.2. Sei T eine lokale S-Algebra und P € Or,\ projektiv.
Dann ist auch 9o, P projektiv in Or ).

Wir beniitzen dieses Korollar im néchsten Abschnitt zur Konstruk-
tion einer Adjunktion (Jyu, Jon). Aus Theorem 7.1 folgt auch schon
néchstes Lemma iiber die Projektivitidt von aus der Wand geschobe-
nen Moduln auf Hyperebenen, das wir ebenfalls zur Konstruktion von
(Dout, Jon) beniitzen werden.

Lemma 7.3. Seip C S ein Primideal der Héhe 1 und P ein projektives
Objekt in ng’[#]. Dann ist auch Vo P € Oﬁp,[A] projektiv.

Beweis. Es reicht, das Lemma fiir unzerlegbare projektive Objekte zu
zeigen. Sei also # € W9 (u) und P = Pg (z.p1) die projektive Decke
von Ag (z.p). Dann ist P entweder isomorph zu Ag, (x.p) oder eine
Erweiterung von zwei Verma-Moduln.

Sei zundchst P isomorph zu Ag (z.1). Nach Proposition 6.11 exi-
stiert eine kurze exakte Sequenz

0— Ay — ﬂoutAgp (x.p) = Ay — 0

mit {Ag, Ao} = {Ag (z.1), Ag (#50.A)}. Wir unterscheiden nun die
Falle hyo € p und p = Shye. Im ersten Fall zerfillt obige Sequenz

nach Lemma 6.12 und 9., A 5, (x.p) ist die direkte Summe der Verma-
Moduln Ag (2.A) und Ag (z5,.A). Gilt sogar hy ¢ p fiir alle § €

Aﬁ(,u), so sind beide Verma-Moduln projektiv nach Proposition 5.8 und
somit auch ﬁoutAgp (x.p). Ist hg € p,soist p = S‘hg. Auch in diesem Fall
sind beide Verma-Moduln projektiv, da z. und .\ bzw. x.p und xs,.A
im Abschluss derselben Weylkammer liegen und x.; dominant bzgl. (3
war. Also ist ¥, A 5, (x.p) projektiv. Es bleibt der Fall p = Shye. Wir
zeigen, daB ¥,,;Ag (z.u) dann isomorph zur projektiven Decke des
antidominanten Verma-Moduls (A,)g  ist.

Sei P, die projektive Decke von (A,)g in Og . Dann gibt es einen
Morphismus P, — UoutAg (7.p), so daBl das folgende Diagramm kom-
mutiert: ’

Pa — ﬁoutAsvza (QZ/L)

|
(Ad)g,.,

Wir behaupten, da8 P, — ¥o,sAg (z.u) ein Isomorphismus ist. Da
die Multiplizitdten der Verma-Subquotienten beider Moduln iiberein-
stimmen reicht es zu zeigen, dafl P, — ﬁoutAgm(x.u) surjektiv iiber
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dem speziellen Punkt K, ist. Wir zeigen nun, daf (Jou:Ag (2.14))k,. =
Vout Ak, (x.p0) isomorph ist zu (P,)k,,. Nach Definition einer projek-
tiven Decke folgt dann die Surjektivitdat. Nach Bemerkung 5.9 ist ent-
weder ¥y, Ak, (z.4) isomorph zu (P, )k, oder die direkte Summe des
dominanten und antidominanten Subquotienten. Nun gilt

dimg,,, Hom((Au)xk, ., Yout Ak, (z.11))

. 1, falls ﬁoutAKma (ZE,U,) = (PQ)KQW
)2, falls YAk, (z.10) zerfillt.

Wir beniitzen nun die Adjunktion (¢4, Jou:) aus Proposition 7.1 iiber
dem speziellen Punkt K,, und erhalten einen Isomorphismus

Hom (9o (Ad)k, s Ak, (2-1)) = Hom((An)k,., Your Ak, (T.11)).

Nach Proposition 6.11 ist J,,(Ag)k,, isomorph zu Ag,  (z.4), also ist
der linke Raum eindimensional iiber K,,, also ist ¥, Ak, (z.14) iso-
morph zu (P,)k,,. Wir haben die Aussage also fiir projektive Verma-
Moduln gezeigt. )

Ist nun hg € p fiir alle 3 € AS(u), so ist jeder unzerlegbare Pro-
jektive ein Verma-Modul. Wir miissen uns also nur noch um den Fall
kiimmern, dafl p = S hg und es eine kurze exakte Sequenz

0— Agﬁ(s@x.u) — P — Ag (z.p) =0

gibt. Nach Proposition 6.11 hat ﬁoutPgﬁ eine Verma-Fahne mit Sub-
quotienten Ag (2.A), Ag (s57.A), Ag (254.A) und Ag (s575,.A) und
zerfillt also in eine direkte Summe aus einem Modul mit den Verma-
Quotienten Ag (z.A) und Ag (spz.A) und einem Modul mit Verma-
Quotienten Agﬂ(xsa.)\) und Agﬂ(ngSa.)\). Wir zeigen, dafl beide Sum-
manden projektiv sind. Wir wenden denselben Trick wie eben an und
betrachten die Adjunktion iiber dem speziellen Punkt

Hom(ﬁon(Aa)K,{;a PKQ) = Hom((Aa)ng ﬁoutPKg)a

wobei A, der antidominante Verma-Modul aus {Agﬂ (@A), Ag, (sgz.A)}
bzw. {Ag (v5a.A), Ag, (s3754.A)} sei. Da nun Py unzerlegbar projek-
tiv ist, ist der linke Raum eindimensional und der rechte eindimensio-
nal, wenn die entsprechende Komponente von ﬁoutPgﬁ projektiv ist und
zweidimensional sonst. O

Zur Definition einer Adjunktion (¥gyu,Jy,) wollen wir im néchsten
Abschnitt einen Morphismus id — 9,,U,,; konstruieren. Wir zeigen,
daf iiber gewissen Hyperebenen der Funktor 9,,9,,; in id @ id zerfillt.
Dann muss die Verkettung von id — 9,,,0,,; mit der Projektion auf jede
Komponente einen Endomorphismus des Identitatsfunktors liefern, also
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ein Element des Zentrums. Wir werden das zur Konstruktion von id —
Yonour benutzen.

Proposition 7.4. Sei p C S ein Primideal der Hohe 1, x € WS([L)
und hyo € p. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus

ﬂonﬂout |./\/l§p 1 [2.1]

> id @ id .
P p

z.pulp Spslz-plp

von Funktoren von MSp,[a:.u}p in sich, so daf$ der kanonische Morphis-

mus Uonour — idMsp gy AU Theorem 7.1, eingeschrinkt auf jede der

beiden Komponenten; die Identitit ist.
Beweis. Wir benutzen den Isomorphismus von Funktoren

o ﬁ[x.)\]p @ﬁ[xsa.k}p

out out

'ﬂout‘MSp’[

z.pulp

aus Lemma 6.12. Sei zunéchst A € Mg (., ein Verma-Modul. Wir
erhalten eine Zerlegung 9,,;A = YN Agee e A und eine Zerlegung

out out

DonDout N = ﬂonﬁ[m‘A]”A @ 1907119[“""\}"A und miissen zeigen, dafl der

out out

kanonische Morphismus ¥, %,,;A — A, eingeschrankt auf ﬁonﬁ[x')\]p A

out

und 9o, 95 M A ein Isomorphismus ist.

Da 190”19[0:’;;\ N isomorph zu A ist, reicht es zu zeigen, dal die Ein-

schrinkung von 9,,0,,A — A auf 190”19[36"\]”A nicht Null {iber dem

out

speziellen Punkt K, ist. Dort ist sie aber das Bild der Inklusion

w[x)\]p A)Kp N (ﬁoutA)Kp

out

unter der Adjunktion

Hom (0% Ak, , ot Ak, ) = Hom (0o (077 Ay, Ag,).

out

Analog beweist man, dal die Abbildung 190711921?'/\}” A — A ein Isomor-
phismus ist.

Wir zeigen nun, dafl auch fiir unzerlegbare projektive Objekte P &€
O3, (oy, die Abbildungen 9,950 " P — P und 9,05 " P — P

[somorphismen sind. Wir brauchen nur noch den Fall betrachten, dafl
es eine kurze exakte Sequenz 0 — A; — P — A, — 0 gibt. Wir
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betrachten das kommutative Diagramm

0 0
l l
DoneP Ay 5 A
! !
Ionit? P — P
l l
Dono P A, 5 A,
! !
0 0
Nach dem Fiinferlemma ist auch 19(,”195;? bp - Pein [somorphismus

fiir jedes unzerleghare projektive Objekt P. Enstprechendes gilt dann

auch fiir alle Projektiven. Analog zeigt man daB 9o, 9" P — P ein
[somorphismus ist fiir jeden Projektiven P.

Da jedes Objekt aus M So [l isomorph ist zu einem Kokern einer
Abbildung zwischen zwei projektiven Objekten, erhalten wir die Be-
hauptung. O

8. DIE ADJUNKTION (Jyyut, Jon)
Wir wollen eine Transformation von Funktoren id — ¢,,0,,; von
Mg [ 10 sich definieren und konstruieren diese Transformation zunéchst

auf Verma-Moduln. Sei # € W3 (u). Nach Proposition 6.11 kénnen wir
fiir alles weitere eine kurze exakte Sequenz

0— Ay N Dour Ag(z.10) SA,—0

auswahlen. Wir betrachten auch die auf die Wand geschobene kurze
exakte Sequenz

0 = Donla 2 Voo Ag(2.p1) 25 90 Ay — 0.

Die im néchsten Lemma definierte Abbildung ¢: A, — JouAg(z.p1)
kommt einer Spaltung am néchsten. Wir werden sie zur Definition von
Ag(z.pt) = Von¥ouAg(x.p1) benutzen.

Lemma 8.1. (1) Es gibt genau eine Abbildung ¢: Aq — VoA g(z.p1),
so daf$ der Morphismus mo ¢: Ay — UpuAg(z.pt) — A, durch
Multiplikation mit h,, gegeben ist.

(2) Seip C S ein Primideal mit hyo € p. Dann haben die Abbil-

dungen

(7‘90712.>Kp : (ﬁonAd)Kp - ﬁonﬁoutAKp (l‘u)
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und

(ﬁon(rb)]Kp : (ﬁonAa)]Kp - ﬁonﬁoutAKp (x,u)

dasselbe Bild.

(3) Sei can: VopVouAg(z.pt) — Ag(x.p) die durch die Transforma-
tion Vonlous — 1d aus Theorem 7.1 gegebene Abbildung. Die
Verkniipfungen

can o Vopi: UonAg — VonVouAg(x. ) — Ag(z.p0)
und

can 0 Uon¢: Yon Ay — YonWou Ag(x.pt) — Ag(z.10)
sind Isomorphismen.

Beweis. zu 1: Uber dem generischen Punkt zerfallt 9y,:(Ag(x.p)) in
die direkte Summe aus (A,)g und (Ag)g, es gibt also eine eindeutig
bestimmte Abbildung (A,)g — Yout(Ag(x.1t)), so da die Verkniipfung
(Ag)g — Vout(Ag(x.pr)) — (Ay)g durch Multiplikation mit h,, gege-
ben ist. Sei p C S ein Primideal der Hohe 1. Wir zeigen nun, daf
es auch iiber der Hyperebene 5',3 eine derartige Abbildung gibt. Alle
diese Morphismen induzieren dann denselben Morphismus iiber dem
generischen Punkt, der Schnitt iber alle Sp liefert dann den Morphis-
mus ¢: Ay — Vo Ag(z.p1) iiber S nach folgendem kommutativen Dia-
gramm

A, (A, (B

| l |

YourAg(x.pt) —— ﬁoutAgp (1) —— DourAg(x.p0)

Ist p # Sp fiir alle Wurzeln 3 € A7 (p) oder p = Shg und 3 nicht
die kritische Wurzel fiir x, so spaltet die exakte Sequenz und die ge-
suchte Abbildung existiert. Ist 8 = xa die kritische Wurzel fiir x, so
ist ﬁoutAgﬁ(x.u) die projektive Decke von (A,) g, nach dem Beweis
von Lemma 7.3. Nach dem Beweis von Proposition 5.10 existiert ein
Endomorphismus von 9,,;A 35 (z.p), der auf dem dominanten Verma-
Untermodul die Nullabbildung und auf dem antidominanten Verma-
Quotienten die Multiplikation mit h,, induziert. Dieser Endomorphis-
mus faktorisiert also iiber einen Morphismus (A,) 5, — YourAg, (z.p)
mit den gewiinschten Eigenschaften.

zu 2: Nach Konstruktion ist die Verkniipfung m o ¢ die Multiplika-
tion mit h,e, also Null iiber K, faktorisiert also iiber eine Abbildung
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(Ag)k, — YourAx, (z.4) und wir erhalten eine Kette von Abbildun-
gen (Ay)k, — (Aa)x, — VourAk,(x.1t), die nicht Null ist, da sonst
hogd: Ag — DA g(x.p) eine wohldefinierte Abbildung wére und ei-
ne Spaltung definieren wiirde. Aber iiber der kritischen Hyperebene
S, ist Yout(Ag, (z.p) projektiv nach Lemma 7.3, also eine projek-
tive Decke, also unzerlegbar. Auf der Wand erhalten wir eine nicht-
triviale Abbildung 95, (Aa)k, — Yon(Aa)k, — YonVour Ak, (z.4). Nach
Proposition 6.11 gilt Yon(As)k, = Uon(Ag) = Ag,(z.4), also mufl
Yon(Aa)k, — Yon(Ag)k, ein Isomorphismus sein, folglich sind die Bil-
der der Abbildungen 9o, (Ad)x, — YonVout Ak, (z.1t) und Jon(Ag)x, —
VonWout Ax, (z.41) identisch.

zu 3: Wir betrachten zunéchst den dominanten Fall. Nach Propositi-
on 6.11 sind ¥J,,Ag und Ag(x.p) isomorph, wir miissen also nur zeigen,
daf} die Abbildung can o 9,7 nicht Null ist iiber dem speziellen Punkt
C. Sie ist aber das Bild der Inklusion (Ag)c — YoutAc(z.p) unter der
Adjunktion aus Theorem 7.1

Hom((Ag)c, YoutAc(z.pt)) = Hom((90,Ad)c, Ac(z.pt)),

also nicht Null.

Auch im antidominanten Fall sind die Moduln J,,A, und Ag(x.u)
isomorph. Wir miissen nur zeigen, dafl can o ¢,,¢ ein Isomorphismus
iiber dem speziellen Punkt C ist. Nach 2. sind aber die Bilder von
(Von®)c und (Joni)c gleich. Da (can o 9,,i)c ein Isomorphismus ist,
muss also die Verkniipfung (can o ¢,,¢)c surjektiv sein, also ein Iso-
morphismus. U

Sei € = 1, falls z.A > xs,. A und € = —1, falls zs,.A > x.\. Nach
Lemma 8.1.3 kénnen wir nun Abbildungen fy: Ag(x.n) — Y5, Aq und
fa: Ag(z.p) — 9o, A, wihlen, so daf8 die Verkniipfungen

can o Yot o fg: Ag(z.pp) — Ag(x.p)
und
can 0 Vo, 0 fo: Agla. ) — Ag(z.p0)

gerade € - idASA(mAu) bzw. —¢ - idAg(m.u) sind. Sei

Jop = 0onio fa+Uomdo for Ag(x.pt) — VonVouAg(x.10).
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ﬁonAd

fa. can
Aé‘(x“') — ﬁonﬁoutAS‘(x',u) - AS’@j:u)

Gond

ﬂonAa

Lemma 8.2. Sei p € S ein Primideal und hyo € p. Dann st die
Abbildung (fa..)x, Null iber dem speziellen Punkt K,.

Beweis. Nach Konstruktion ist cano (dy,i0 fg+Jon00 fu) = 0. Da iiber
dem speziellen Punkt im((Joni © fg)r,) = im((Von © fo)k,) gilt nach
Lemma 8.1 und die Einschriankung von can auf dieses gemeinsame Bild
ein Isomorphismus ist, folgt die Behauptung. O

Speziell konnen wir also die Abbildung fx p durch h,, teilen. Die entste-
hende Abbildung definiert die Transformation id — 9,0, fiir Verma-
Moduln.

Definition 8.3. Sei f,,, := hy! fo,: Ag(w.10) — YonVoutDg(.p0).

Lemma 8.4. Sei x € W(u), p C S ein Primideal der Héhe 1 und
heao € p. Sei

Jonourlg, (2.41) = Dongu” Ag (2.41) & Vonlgy ™" Ag (.11

out
Ag (z.1) ® Ag (v.p0)

die Zerlegung nach Proposition 7.4. Dann induziert (fx-u)é,, die Multi-
plikation mit dem Skalar h,} (bzw. —h,} = hys,a) auf der linken (bzw.
rechten) Komponente.

I

Beweis. Nach Konstruktion induziert fcw die Abbildungen € - id und
—e -id, aus der Definition von f,, folgt nun die Behauptung. O

Proposition 8.5. Die so fiir alle Verma-Moduln Ag(z.p), x € WS (),
definierten Morphismen f,,, setzen sich eindeutig fort zu einer natiirli-
chen Transformation

idMS’M - ﬁonﬂout-

Beweis. Uber dem generischen Punkt gibt es genau eine Fortsetzung zu
einer natiirlichen Transformation, da jeder Modul eine direkte Summe
von Verma-Moduln ist. Wir konstruieren eine solche Fortsetzung nun
iiber jeder Hyperebene Sp fiir jedes Primideal p ¢ S der Hohe 1. Die



37

Fortsetzungen iiber den Hyperebenen miissen alle dieselbe Transforma-
tion iiber dem generischen Punkt induzieren und induzieren deshalb
auch eine Fortsetzung iiber S.

Sei also p C S ein Primideal der Hohe 1. Es reicht, eine Fortsetzung
fiir projektive Objekte zu konstruieren, denn fiir jedes M finden wir
eine exakte Sequenz P’ — P — M — 0 mit projektiven Objekten P
und P’. Dann induzieren die Abbildungen P" — 9,,%,,P und P —
Donout P eine Abbildung M — 4,,0,,M. Wir konnen uns sogar auf
unzerlegbare projektive Objekte beschranken.

Ist hg & p fiir alle 8 € AS(u), so ist jedes unzerlegbare projek-
tive Objekt in OSp,[u] ein Verma-Modul und wir miissen nichts mehr

konstruieren. Wir nehmen also nun p = 5715 fiir ein 8 € A*?r (p) an.

Sei also P = Py (x.p) die projektive Decke von Ag (2.p). Ist 3 kri-
tisch fiir x, so ist nach Bemerkung 6.16 sgx.u = x.u, also ist P =
Ag, (z.p) und die Abbildung schon konstruiert. Sei also nun 3 nicht
kritisch fiir z. Dann ist entweder P(x.u) isomorph zu Ag (z.u), die
Abbildung also schon konstruiert, oder es gibt eine kurze exakte Se-
quenz

0— Ag (spr.p) = P — Ag (x.p) — 0.

Da nun f nicht kritisch ist fiir « (also auch nicht fiir sx) erhalten wir
nach Proposition 7.4 ein Diagramm

0 0 0 0
! ! ! !
Ag, (sgz.p) — JonbourDg, (spr.p) = Ag, (spr.p) & Ag,(spz.p)
! ! ! l
P DonWout P o P &) P
! ! ! l
Ag,(wp) = VopbourBg (z.p) = Ag(zp) & Ag, (x.p0)
l l l l
0 0 0 0

Wir betrachten nun die Projektion von 4,,9,, auf die Komponente
190”19[3:')% = id. Nach Konstruktion der Morphismen A — 9,,%,u:A

out
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erhalten wir ein Diagramm

0 0
! !
higa
Ng,(spp) == Ag (spr.p)
| |
P P
! y !
Ag,(zp) ™5 Ag (ep)
! !
0 0

Wegen 1/h,,00 = 1/hse mod hg gibt es nach dem Beweis von Propo-
sition 5.10 genau eine Abbildung P — P, die obiges Diagramm zum
Kommutieren bringt. Analog kénnen wir eine Abbildung P — P auf
der zweiten Komponente konstruieren. Die Summe dieser Abbildungen
definiert eine Abbildung P — 9,,¥,, P mit den gewiinschten Eigen-
schaften. O

Die Transformation id — 4,,1,,; definiert eine natiirliche Transfor-
mation von Bifunktoren

('aﬁon')-

Theorem 8.6. Diese natiirliche Transformation ist ein Isomorphismus
von Funktoren, definiert also eine Adjunktion (Vout, Von)-

Hom .

.1 (Vout, ) — Homug

(1]

Beweis. Wir zeigen zunéchst, daf§ fiir alle N € M g die Transforma-
tion

HOH]MS, ('ﬁout'y N) — HOmM&[#] ('7 ﬁonN)

ein Rechtsinverses besitzt. Durch Abzéhlen der Verma-Faktoren macht
man sich klar, dal dieses Rechtsinverse iiber dem generischen Punkt
auch linksinvers ist. Dann ist es aber auch iiber S linksinvers.

Ein funktorielles Rechtsinverses wird gegeben durch ein Urbild von
idy,, y unter Hom(9,,;00, N, N) — Hom(¥,, N, ¥, V). Es reicht also zu
zeigen, daf fiir alle Moduln N € My (; die Identitét idy,, v im Bild von
Hom (9o 00 N, N) — Hom(¥,, N, Yo, N) liegt (wir konstruieren nun
also implizit die Transformation 9,0, — id). Sei zunéchst N = A
ein Verma-Modul aus Mg (. Sei z € W#9(A) und ohne Beschrinkung
der Annahme z.A < xs,.A. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz

(Al

0— A; — Vour Ag(.10) 5 A, — 0. Analog zur Konstruktion von ¢
in Lemma 8.1 kénnen wir auch eine Abbildung v¢: ¥ Ag(x.pn) — Ay
finden, so dafl ¢ oi: Ay — A, durch Multiplikation mit A, gegeben
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wird. Da Hom " (Ay, Ayg) = 0ist ¥ o ¢ = 0. Wir erhalten folgendes

kommutatives Diagramm

19onAd

/ Tﬁonw

fo.p
Ag(z.p) —> oVt Ag(z.10)

VonT
|

ﬁonAa
Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir den (ra-antidominanten)
Verma-Modul Ag(xz.\). Wir identifizieren nun 9,,A¢(z.X) = Ag(x.p)
und A, = Ag(z.A). Wir betrachten die durch diese Identifikationen
entstehenden Abbildungen

T YouVon Ag(x.A) — Ag(x.N)

und
fZ.,u,: ﬂonAS<.T)\) — ﬁonﬁoutﬂ(mAg(a:.)\).

Dann ist nach obigem Diagramm Yo, mo f; .0 ¥onAg(2.\) = Vo Ag(2.N)
invertierbar. Aber 9,,m o f,, ist genau das Bild von 7 unter obiger
Transformation. Also haben wir die Behauptung fiir den (za-antido-
minanten) Verma-Modul Ag(z.)\) gezeigt. Analog kénnen wir die Be-
hauptung fiir den (za-dominanten) Verma-Modul Ag(xs,.\) zeigen,
indem wir die Abbildung ¢ : Vo0 Ag(xse.A) — Ag(xs,.A) (mit den
entsprechenden Identifikationen) anstelle von 7 benutzen.

Wir haben nun also gezeigt, daf fiir alle Verma-Moduln A aus M SN
die Abbildung

Homy, (Douty A) — Homyy, (+, UonA))

ein Isomorphismus ist.
Sei nun N = P projektiv in Og . Es reicht, die Existenz eines

Rechtsinversen iiber jeder Hyperebene Sp fiir ein Primideal p C S der
Hohe 1 zu zeigen. Sei also P € OSp,[A} unzerlegbar und projektiv. Ist

p # Sg fiir alle 5 € A% (\), so ist P isomorph zu einem Verma-Modul
und die Behauptung schon im ersten Schritt gezeigt. Sei nun also p =
Shy fiir ein § € AZ(N).

Nach Korollar 7.2 und Lemma 7.3 ist auch 9,, P bzw. 9,9, P pro-
jektiv in Oﬁg,[u} bzw. OS@P\]' Falls P ein Verma-Modul ist, ist nichts
zu zeigen, sei ansonsten 0 — A; — P — A, — 0 eine kurze exakte
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Sequenz. Wir erhalten ein Diagramm mit exakten Spalten

0 0
! !
Hom(Vpui9on Py Ag) = Hom(0g, P, 96 Ag)
! !
Hom(Ypui¥on P, P) —  Hom(9y, P, ¥, P)
! !
Hom (VoutVon P, Ao) — Hom(Uon P, Vonls)
! !
0 0

Nach dem Fiinferlemma ist auch die mittlere Abbildung ein Isomor-
phismus, also liegt die Identitdt im Bild.

Sei nun M ein beliebiger Modul aus M g WIr kénnen eine exakte
Sequenz P’ — P — M — 0 wéhlen mit projektiven Objekten P’ und
P aus (9517“]. Dann kommutiert das Diagramm

ﬁoutﬁonpl _— ﬁoutﬁonp - ﬁoutﬁonM

| |
P’ — P — M

Wegen der Exaktheit von 9,,, und der Rechtsexaktheit von J,, ist
DouwtVon P — VotV M surjektiv, also wird eine Abbildung 9,,,9,, M —
M induziert, die ein Urbild der Identitat auf 4,, M ist. ]

Wir erhalten nun aus Proposition 6.17 und den Theoremen 7.1 und
8.6 das folgende

Theorem 8.7. Sei P € Og, (bzw. P € Og ) projektiv. Dann ist
auch Vo P € OSA’[/\] (bzw. 9,, P € OS,[u]) projektiv.

LITERATUR

[Ben] D. J. Benson, Representations and Cohomology I: Basic Representation
Theory of Finite Groups and Associative Algebras, (Cambridge Studies of
Advanced Mathematics 30), Cambridge 1991.

[DGK] Vinay V. Deodhar, Ofer Gaber, Victor G. Kac, Structure of Some Ca-
tegories of Representations of Infinite-Dimensional Lie Algebras, Adv. in
Math. 45 (1982), 92-116.

[Jan] Jens Carsten Jantzen, Moduln mit einem hichsten Gewicht, Lecture Notes
in Mathematics 750, Springer, 1979.

[KK] Victor G. Kac, D. A. Kazhdan, Structure of Representations with Highest
Weight of Infinite-Dimensional Lie Algebras, Adv. in Math. 34 (1979),
97-108.

[Ma] Hideyuki Matsumura, Commutative Algebra, W. A. Benjamin, New York
1970.



[MoP]
[Nei]
[RCW]

[Soe]

41

Robert V. Moody, Arturo Pianzola, Lie Algebras With Triangular Decom-
positions, John Wiley & Sons, 1995.

Wayne Neidhardt, Translation To and Fro Over Kac-Moody Algebras,
Pacific Journal of Mathematics 139, No.1 (1989), 107-153.

Alvany Rocha-Caridi, Nolan R. Wallach, Projective Modules over Graded
Lie Algebras, Mathematische Zeitschrift 180 (1982), 151-177.

Wolfgang Soergel, Charakterformeln fiir Kipp-Moduln tiber Kac-Moody-
Algebren, Representation Theory 1, An Electronic Journal of the Ameri-
can Mathematical Society, (1997), 37-68.



