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ZENTREN DEFORMIERTER
DARSTELLUNGSKATEGORIEN UND

VERSCHIEBUNGSFUNKTOREN

PETER FIEBIG

Zusammenfassung. We define a deformed version of the classical
category O over symmetrizable Kac–Moody Algebras and examine
the projective objects therein. We prove a version of the classical
BGG-reciprocity theorem. Localization techniques allow to calcu-
late the center of all blocks outside the critical hyperplane. We also
define a deformed version of translation functors in both directions
and prove an adjointness property.
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5. Orbiten und Äquivalenzklassen 13
6. Verschiebungsfunktoren 20
7. Die Adjunktion (ϑon, ϑout) 28
8. Die Adjunktion (ϑout, ϑon) 33
Literatur 40

1. Einleitung

Sei g eine symmetrisierbare Kac–Moody-Algebra. Wir betrachten in
dieser Arbeit eine deformierte Version der klassischen Kategorie O. Sei
dazu T eine unitäre, assoziative und kommutative Algebra über der
universellen Einhüllenden der Cartanschen Unteralgebra h von g. Die
deformierte Kategorie OT ist dann eine Unterkategorie der Kategorie
aller Moduln über der Lie-Algebra g⊗ T , auf deren Objekten die Bo-
relsche in geeigneter Weise endlich operiert und die Operationen von
h und T verträglich sind. Wie im klassischen Fall sind die wichtigsten
Objekte die deformierten Verma-Moduln, die parametrisiert werden
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durch ihre höchsten Gewichte. Wir beweisen, daß es genügend pro-
jektive Objekte in OT gibt, falls wir die Gewichte der Moduln nach
oben beschränken. Ist T eine komplette lokale Algebra, dann existie-
ren projektive Decken aller einfachen Objekte in diesen Kategorien, die
eine endliche Filtrierung durch Verma-Moduln erlauben, und die Mul-
tiplizität der Verma-Quotienten wird durch eine Variante der BGG-
Reziprozität gegeben. Hieraus folgt durch klassische Argumente eine
Formel für die Zerlegung von OT in unzerlegbare Unterkategorien, die
sogenannten Blöcke. Für jeden Morphismus T → T ′ existiert ein Ba-
siswechselfunktor · ⊗T T ′ : OT → OT ′ , der Projektivität erhält, jedoch
zerfällt ein unzerlegbarer Block im Allgemeinen nach Basiswechsel in
kleinere Blöcke. Für ein endlich erzeugtes projektives Objekt P aus OT
ist die natürliche Transformation

HomOT
(P, ·)⊗T T ′ → HomOT ′

(P ⊗T T ′, ·)

ein Isomorphismus.
Für geeignete Deformationsringe werden analog zum klassischen Fall

die Verma-Moduln eines Blocks ausserhalb der kritischen Hyperebene
parametrisiert durch einen Orbit einer Untergruppe der Weylgruppe
auf dem Dualraum der Cartanschen Unteralgebra h. Eine noch offe-
ne Vermutung besagt, daß die kategorielle Struktur eines Blocks nur
von der Isomorphieklasse dieser Untergruppe und der Singularität des
Orbits, also dem Stabilisator eines Punkts, abhängt.

Ein erster Schritt zur Berechnung der Struktur der Blöcke ist die Be-
rechnung des Zentrums, also des Endomorphismenrings des Identitäts-
funktors. Ausserhalb der kritischen Hyperebene und ausgehend von ei-
ner universellen Deformation, nämlich bzgl. einer Komplettierung der
universellen Einhüllenden der Cartanschen Unteralgebra, können wir
durch Lokalisierung die Blöcke so weit reduzieren, daß die zugehörige
Gruppe und die zugehörigen Orbiten aus höchstens noch zwei Elemen-
ten bestehen. Die Struktur dieser Blöcke ist dann entweder die eines
deformierten Blocks über einer abelschen Lie-Algebra, falls der Orbit
aus einem Element besteht, oder des deformierten Hauptblocks von sl2.
Beide Fälle sind explizit berechenbar und erlauben die Bestimmung des
Zentrums im universell deformierten Fall für jeden Block ausserhalb der
kritischen Hyperebene.

Im zweiten Teil dieser Arbeit beschäftigen wir uns mit der Defor-
mation der Verschiebungsfunktoren zwischen verschiedenen Blöcken
der Darstellungskategorie. Wir definieren diese Funktoren analog zum
nicht-deformierten Fall, wo sie vor allem von Wayne Neidhardt in [Nei]
untersucht wurden, jedoch schränken wir uns ein auf Moduln aus OT
mit Verma-Fahne. Da die Definition des Verschiebungsfunktors in die
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antidominante Richtung ein Tensorprodukt mit einem Modul mit nied-
rigstem Gewicht beinhaltet und dieses Produkt nicht mehr in OT liegt,
können wir nicht die Ergebnisse über die Blockzerlegung zur Definition
benutzen. Das führt uns dazu, Moduln mit einer sogenannten umge-
kehrten Verma-Fahne zu betrachten. Den verschobenen Modul finden
wir dann als gewissen maximalen Subquotienten eines Moduls mit um-
gekehrter Verma-Fahne.

Der Verschiebungsfunktor in die dominante Richtung ist rechts- und
linksadjungiert zum Verschiebungsfunktor in die antidominante Rich-
tung. Die Rechtsadjungiertheit hat schon Wayne Neidhardt in [Nei]
gezeigt. In dieser Arbeit beweisen wir noch die Linksadjungiertheit.
Der Beweis der Linksadjungiertheit benützt ganz entscheidend Eigen-
schaften des Basiswechselfunktors auf den deformierten Kategorien.
Auch hier können wir das Problem auf den berechenbaren sl2-Fall
zurückführen. Obwohl wir uns auf die Unterkategorie aller Moduln mit
Verma-Fahne beschränkt haben, reicht die Adjungiertheit aus, um zu
zeigen, daß verschobene projektive Objekte projektiv bleiben. Mittels
Verschiebung lassen sich so projektive Decken in OT konstruieren. Das
eröffnet einen kombinatorischen Weg zur Berechnung der Homomor-
phismenräume projektiver Decken und zur Bestimmung der kategori-
ellen Struktur der Blöcke. Das ist jedoch einer weiteren Arbeit vorbe-
halten.

2. Deformierte Darstellungskategorien

Sei g ⊃ b ⊃ h eine symmetrisierbare Kac–Moody-Algebra über C
mit Borelscher und Cartanscher Unteralgebra und U = U(g) ⊃ B =
U(b) ⊃ S = U(h) die universellen Einhüllenden. Seien Π ⊂ ∆+ ⊂ ∆ ⊂
h? die einfachen bzw. positiven Wurzeln im Dualraum der Cartanschen.

Die Kategorie O besteht aus allen U -Moduln, die halbeinfach unter
S und lokal endlich unter B sind. Sei B → S linksinvers zur Inklusion
S → B. Jedes λ ∈ h? definiert unter dieser Abbildung den eindimen-
sionalen B-Modul Cλ. Der Verma-Modul

∆(λ) := U ⊗B Cλ

liegt in O und hat genau einen einfachen Quotienten L(λ). {L(λ)}λ∈h?

ist ein Repräsentantensystem für die einfachen Objekte in O.
Wir definieren nun eine relative Version der Kategorie O. Sei T eine

kommutative, assoziative und unitäre S-Algebra mit Strukturmorphis-
mus τ : S → T . Wir definieren nun die Kategorie OT nach dem Vorbild
O als gewisse Unterkategorie der Kategorie aller U–T -Bimoduln. Da T



4

kommutativ ist, können wir die Operation von T als zusätzliche Links-
operation auffassen. Für einen U–T -Bimodul M und λ ∈ h? sei

Mλ = {m ∈M | h.m = (λ+ τ)(h)m ∀h ∈ h}
der h-Eigenraum zum Gewicht λ+ τ . Mλ ist ein T -Untermodul.

Definition 2.1. Sei OT die Kategorie aller U–T -Bimoduln M , so daß
M die direkte Summe seiner Gewichtsräume Mλ ist und so daß für alle
Elemente m ∈M der T -Modul B.T.m endlich erzeugt ist.

Man macht sich leicht klar, daß OT eine abelsche Kategorie ist. Sei
λ ∈ h?. Mittels

B → S
λ+τ−→ T

wird T zu einem B–T -Bimodul Tλ. Durch Induktion erhalten wir

∆T (λ) := U ⊗B Tλ,
den (deformierten) Verma-Modul zum Parameter λ. Er liegt in OT .

Bemerkung 2.2. Ist µ ∈ h?, so definiert S
µ→ C eine S-Algebren Struk-

tur auf C und es ist OC ∼= O und ∆C(λ) ∼= ∆(λ+ µ).

Jeder Morphismus f : T → T ′ von S-Algebren induziert einen Funk-
tor

Ind = Indf = · ⊗T T ′ : OT → OT ′
mit der Eigenschaft Ind(∆T (λ)) ∼= ∆T ′(λ).

Wir können auch den adjungierten Funktor

Res = Resf : OT ′ → OT
definieren, indem wir Res(M) ∼=C M als U–T -Bimodul auffassen.

Bemerkung 2.3. Sei K ein Körper mit der Struktur einer S-Algebra.
Dann ist die Kategorie OK ein direkter Summand der gewöhnlichen
Kategorie O über der Lie-Algebra gK = g ⊗C K und besteht aus den-
jenigen Moduln, deren Gewichte im affinen Raum τ + h? ⊂ h?K =
HomK(h⊗C K,K) = h? ⊗C K liegen. ∆K(λ) hat genau einen einfachen
Quotienten LK(λ) und die LK(λ) mit λ ∈ h? bilden ein Repräsentan-
tensystem für die einfache Objekte aus OK.

Lemma 2.4. Ist T eine lokale S-Algebra mit maximalem Ideal m ⊂ T
und π : T → KT := T/m der kanonische Morphismus, so definieren
Indπ und Resπ eine Bijektion{

einfache Isomorphieklassen
in OT

}
←→

{
einfache Isomorphieklassen

in OKT

}
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Beweis. Ist L einfach in OT , so ist jeder Gewichtsraum Lλ endlich
erzeugt über T . Nach dem Lemma von Nakayama faktorisiert die Ope-
ration von T über T/m. Folglich ist Ind(L) = L ⊗T T/m = L ⊗T KT

einfach inOKT
. Umgekehrt ist Res(L′) einfach inOT für jeden einfachen

Modul L′ aus OT/m. Wegen Ind(Res(L′)) ∼= L′ und Res(Ind(L)) ∼= L
folgt die Behauptung. �

Korollar 2.5. Ist T lokal, so werden die einfachen Objekte in OT
parametrisiert durch λ ∈ h?.

Wir definieren LT (µ) := Res(LKT
(µ)).

3. Deformierte projektive Objekte und Blöcke

Sei T eine beliebige S-Algebra. Im Allgemeinen existieren in OT
nicht genügend projektive Objekte. Wir müssen deshalb zu gestutzen
Kategorien übergehen.

Definition 3.1. Für λ, µ ∈ h? sei µ ≤ λ, falls λ − µ ∈ N∆+. Die
Kategorie O6λ

T bestehe aus allen Moduln M aus OT für die gilt

Mµ 6= 0⇒ µ ≤ λ.

Im Folgenden zeigen wir, daß in den Kategorien O6λ
T genügend pro-

jektive Objekte existieren. Dann zeigen wir die Existenz projektiver
Decken und beweisen, daß diese projektiven Decken eine Verma-Fahne
besitzen. Für komplette lokale S-Algebren können wir auch die zu-
gehörigen Multiplizitäten berechnen. Die folgende Konstruktion pro-
jektiver Objekte findet sich für den nicht-deformierten Fall in [RCW]
und [Soe].

Für ν ∈ h? ist B 66ν :=
⊕

γ 66ν Bγ ein B-Untermodul von B und wir
definieren

B6ν := B/B 66ν .

Für λ, µ ∈ h? mit µ ≤ λ sei

Q6λ
T (µ) := U ⊗B (B6λ−µ ⊗S Tµ).

Q6λ
T (µ) ist ein Modul aus O6λ

T .

Definition 3.2. Sei M ein U–T -Bimodul. Eine Verma-Fahne von M
ist eine endliche Filtrierung von M , deren Subquotienten isomorph zu
Verma-Moduln sind. Mit (M : ∆T (κ)) bezeichnen wir die Multiplizität
von ∆T (κ) als Subquotient in dieser Verma-Fahne. Diese Multiplizität
hängt nicht von der Wahl der Verma-Fahne ab.

Proposition 3.3. Sei T eine S-Algebra und λ, µ ∈ h? mit µ ≤ λ.
Dann ist Q6λ

T (µ) ein projektives Objekt in O6λ
T mit Quotienten ∆T (µ)

und besitzt eine Verma-Fahne.
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Beweis. Sei M ein Modul aus O6λ
T . Dann ist

HomO6λ
T

(Q6λ
T (µ),M) = HomU–T (U ⊗B (B6λ−µ ⊗S Tµ),M)

∼= HomB–T (B6λ−µ ⊗S Tµ,M)
∼= Mµ.

Diese Isomorphismen definieren eine natürliche Äquivalenz von Funk-
toren HomO6λ

T
(Q6λ

T (µ), ·) ∼= ·µ, also ist HomO6λ
T

(Q6λ
T (µ), ·) : O6λ

T →
C–mod ein exakter Funktor und folglich Q6λ

T (µ) projektiv.
B6λ−µ besitzt eine Filtrierung

0 = B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bn = B6λ−µ

durch B-Moduln Sν . Der letzte Quotient ist S0. Dann ist

0 = B0 ⊗S Tµ ⊂ B1 ⊗S Tµ ⊂ · · · ⊂ Bn ⊗S Tµ = B6λ−µ ⊗S Tµ
eine Filtrierung durch B–T -Bimoduln Tν+µ. Anwenden des exakten
Funktors U ⊗B · liefert eine Filtrierung

0 = U⊗B (B0⊗Tµ) ⊂ U⊗B (B1⊗Tµ) ⊂ · · · ⊂ U⊗B (Bn⊗Tµ) = Q6λ
T (µ)

durch Verma-Moduln ∆T (µ+ ν). Der letzte Quotient ist ∆T (µ). �

Proposition 3.4. Sei P ein projektives Objekt in O6λ
T und T → T ′

ein Morphismus von S-Algebren. Dann ist auch P ⊗T T ′ projektiv in
O6λ
T ′ . Ist P endlich erzeugt, so ist die natürliche Abbildung

HomOT
(P,M)⊗T T ′ → HomOT ′

(P ⊗T T ′,M ⊗T T ′)

ein Isomorphismus für alle M aus O6λ
T .

Beweis. Wird ein ModulM ausO6λ
T erzeugt von einem Gewichtsvektor

m ∈ Mµ, so existiert eine Surjektion Q6λ
T (µ)→→M nach dem Beweis

von Proposition 3.3. Also ist jeder Modul aus O6λ
T ein Quotient eines

Moduls der Form
⊕

Q6λ
T (µ), jedes projektive Objekt P aus O6λ

T ist
also direkter Summand eines solchen Moduls. Dann ist P ⊗T T ′ aber
direkter Summand von

⊕
Q6λ
T (µ)⊗T T ′ =

⊕
Q6λ
T ′ (µ), also projektiv.

Ist P endlich erzeugt, so ist P direkter Summand einer endlichen
Summe

⊕
µQ

6λ
T (µ). Es genügt also, den zweiten Teil der Proposition

für P = Q6λ
T (µ) für ein µ ≤ λ zu zeigen. Es ist dann P ⊗T T ′ =

Q6λ
T ′ (µ). Wie schon im Beweis der Proposition 3.3 sehen wir, daß die

linke Seite dann natürlich isomorph zu Mµ⊗T T ′ ist und die rechte Seite
zu (M ⊗T T ′)µ. Die natürliche Abbildung Mµ ⊗T T ′ → (M ⊗T T ′)µ ist
aber ein Isomorphismus. �

Sei µ ≤ λ. LT (µ) ist nach Proposition 3.3 ein Quotient von Q6λ
T (µ).
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Definition 3.5. Sei P6λ
T (µ) ein unzerlegbarer direkter Summand von

Q6λ
T (µ) mit Quotienten LT (µ).

Wir sehen gleich (Proposition 3.8), daß P6λ
T (µ) bis auf Isomorphie

eindeutig bestimmt ist, wenn T eine lokale komplette S-Algebra ist.

Lemma 3.6. Sei T eine lokale S-Algebra. Jeder direkte Summand ei-
nes Moduls mit Verma-Fahne hat eine Verma-Fahne.

Beweis (vgl. [MoP]). Sei M ein Modul mit Verma-Fahne und M = P⊕
Q eine direkte Zerlegung. Wir beweisen das Lemma durch Induktion
über die Länge l einer Verma-Fahne von M . Der Induktionsanfang
ist klar, da Verma-Moduln unzerlegbar sind. Sei nun l > 1 und µ ein
maximales Gewicht vonM und OBdA Pµ 6= 0. Sei m ⊂ T das maximale
Ideal und m ∈ Pµ,m 6∈ mPµ. Ein solches m existiert nach dem Lemma
von Nakayama. Sei M ′ das Erzeugnis als U–T -Bimodul von m. Ich
behaupte, daß dann M ′ = ∆T (µ) und daß M/M ′ = P/M ′ ⊕ Q eine
Verma-Fahne mit Länge l− 1 hat, woraus dann die Behauptung folgt.

Wir müssen nun also zeigen, daß für einen ModulM mit einer Verma-
Fahne der Länge l, einem maximalen Gewicht µ von M und einem
Element m ∈ Mµ,m 6∈ mMµ der Modul M ′ = U.T.m isomorph ist zu
∆T (µ) und M/M ′ eine Verma-Fahne der Länge l−1 hat. Das geschieht
per Induktion nach l. Für l = 1 beachten wir, daß ein Verma-Modul
∆T (λ) von jedem Vektor m ∈ ∆T (λ)λ,m 6∈ m∆T (λ) erzeugt wird. Für
l > 1 sei

M = M0 ⊃M1 ⊃M2 ⊃ · · · ⊃Ml = 0

eine Verma-Fahne der Länge l. Ist m ∈ M1, so können wir die Induk-
tionsbehauptung auf M1 anwenden und sind fertig.

Sei alsom 6∈M1. Wir betrachten den kanonischen MorphismusM ′ →
M/M1. Wegen der Maximalität von µ ist M/M1

∼= ∆T (µ). Wegen
m 6∈ mM erzeugt das Bild von M ′ den Modul M/M1. Somit ist obige
Abbildung surjektiv. Injektivität folgt aus der Tatsache, daß es wegen
der Maximalität von µ und der universellen Eigenschaft von Verma-
Moduln eine links-inverse Abbildung M/M1 → M ′ gibt. Folglich ist
M ′ ∼= ∆T (µ).

Die kurze exakte Sequenz

0→M1 →M →M/M1 → 0

spaltet wegen der Maximalität von µ, alsoM = M1⊕M/M1 undM/M ′

ist isomorph zu M1 und M1 hat eine Verma-Fahne der Länge l−1. �

Sei T eine S-Algebra und p ⊂ T ein Ideal. Mithilfe der Projektion
T → T/p können wir jeden Modul aus OT/p als Modul in OT betrach-
ten.
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Das nächste Lemma brauchen wir, um zu zeigen, daß eine projektive
Decke auch beim Spezialisieren eine projektive Decke, also unzerlegbar,
bleibt.

Lemma 3.7. Sei T eine komplette lokale S-Algebra mit maximalem
Ideal m und Restklassenkörper KT = T/m. Ist P ∈ OT ein endlich
erzeugtes unzerlegbares projektives Objekt, so ist auch P ⊗T KT unzer-
legbar in OKT

. Analoges gilt für die Kategorien O6λ
T und O6λ

KT
.

Beweis. Angenommen, wir hätten eine Zerlegung P ⊗T KT = R ⊕ R′
in OKT

. Mithilfe des Idempotent Lifting Lemmas (vgl. [Ben], Theorem
1. 7. 3) und des Isomorphismus aus Proposition 3.4

End(P ⊗T T/mn)⊗T/mn T/mm ∼→ End(P ⊗ T/mm)

für m < n können wir diese Zerlegung sukzessive in

· · · → P ⊗T T/mn → · · · → P ⊗T T/m2 → P ⊗T T/m = P ⊗T KT

zu

· · · → Rn ⊕R′n → · · · → R2 ⊕R′2 → R⊕R′

liften und erhalten lim←−P ⊗T/m
n = lim←−Rn⊕ lim←−R

′
n. Da jeder Morphis-

mus die Gewichtsraumzerlegung erhält, zerfällt das direkte System der
P ⊗ T/mn in

Pλ/m
mPλ → Pλ/m

nPλ.

Für ein endlich erzeugtes Objekt sind nun die Gewichtsräume endlich
erzeugte T -Moduln und für eine komplette Algebra T und endlich er-
zeugte T -Moduln N ist N → lim←−N/m

nN ein Isomorphismus, also ist

P ∼= lim←−P ⊗ T/m
n = lim←−Rn ⊕ lim←−R

′
n.

Somit erhalten wir eine Zerlegung von P , im Widerspruch zur Voraus-
setzung. �

Der nächste Satz beweist die Existenz projektiver Decken in gestut-
zen Kategorien und verallgemeinert die BGG-Reziprozität über die
Multiplizitäten in einer Verma-Fahne.

Theorem 3.8. Sei T eine komplette lokale S-Algebra und KT = T/m
der Restklassenkörper. Seien λ, µ ∈ h? und µ ≤ λ. Dann ist P6λ

T (µ)

eine projektive Decke von LT (µ) in O6λ
T und besitzt eine Verma-Fahne.

Für die Multiplizitäten in dieser Verma-Fahne gilt die BGG-Reziprozi-
tät (

P6λ
T (µ) : ∆T (ν)

)
=

(
P6λ

KT
(µ) : ∆KT

(ν)
)

=
[
∆KT

(ν) : LKT
(µ)

]
für alle ν ≤ λ.
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Beweis (vgl. [Soe]). Wir kürzen P = P6λ
T (µ) und L = LT (µ) ab. P

ist als direkter Summand eines projektiven Moduls projektiv. Sei π :
P → L eine Surjektion und i : U → P ein Morphismus mit π ◦ i 6= 0.
Wir müssen zeigen, daß i surjektiv ist. Nun faktorisiert π ◦ i über die
Projektion can : P → P/mP wegen mL = 0.

U
i // P

π //

can

""FF
FF

FF
FF

F L

P/mP

<<yyyyyyyyy

Nach Lemma 3.7 ist P/mP ein unzerlegbares projektives Objekt.
Nach [Soe] ist P/mP also eine projektive Decke des einfachen Moduls
L, folglich ist can ◦ i surjektiv. Nach dem Lemma von Nakayama ist i
surjektiv.

Nach Lemma 3.6 hat P eine Verma-Fahne. Ist

0 = P0 ⊂ P1 ⊂ · · · ⊂ Pn = P

eine Verma-Fahne von P mit Subquotienten ∆T (µi), so ist

0 = P0 ⊗T KT ⊂ P1 ⊗T KT ⊂ · · · ⊂ Pn ⊗T KT = P ⊗T KT

eine Verma-Fahne von P ⊗T KT mit Subquotienten ∆KT
(µi). Hieraus

folgt die Formel(
P6λ
T (µ) : ∆T (ν)

)
=

(
P6λ

KT
(µ) : ∆KT

(ν)
)
.

Die zweite Formel ist die BGG-Reziprozität ([Soe]). �

Als nächstes verallgemeinern wir die Blockzerlegung aus [DGK] und
[Soe].

Definition 3.9. Für eine komplette lokale S-Algebra T sei ∼T die von
λ ∼T µ, falls [∆KT

(λ) : LKT
(µ)] > 0 erzeugte Äquivalenzrelation auf

h?.

Definition 3.10. Für eine Vereinigung von Äquivalenzklassen θ ⊂
h?/∼T sei OT,θ die Kategorie aller Moduln M aus OT , deren einfa-

che Subquotienten von der Form LT (µ) für µ ∈ θ sind. Sei O6λ
T,θ die

entsprechende Unterkategorie von O6λ
T .

Theorem 3.11. Sei T eine komplette lokale S-Algebra mit maximalem
Ideal m und Restklassenkörper KT = T/m. Dann ist∏

Λ∈h?/∼T

OT,Λ → OT

{MΛ} 7→
⊕

MΛ
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eine Äquivalenz von Kategorien.

Beweis. (vgl.[Soe]) Für jeden Modul N aus OT und Λ ∈ h?/∼T sei NΛ

das Erzeugnis der Bilder aller Morphismen P6λ
T (µ) → N für µ ∈ Λ

und λ ≥ µ. Man zeigt leicht, daß N 7→ {NΛ} invers ist zu obigem
Funktor. �

Proposition 3.12. Sei T → T ′ ein Morphismus kompletter lokaler
S-Algebren. Aus µ ∼T ′ ν für µ, ν ∈ h? folgt µ ∼T ν.

Beweis. P6λ
T (µ)⊗T T ′ ist nach Lemma 3.4 projektiv und besitzt ∆T ′(µ)

als Quotienten. Außerdem gilt für die Multiplizitäten(
P6λ
T (µ) : ∆T (ν)

)
=

(
P6λ
T (µ)⊗T T ′ : ∆T ′(ν)

)
.

Die projektive Decke P6λ
T ′ (µ) in O6λ

T ′ ist direkter Summand des Moduls

P6λ
T (µ)⊗T T ′, folglich gilt(

P6λ
T (µ) : ∆T (ν)

)
≥

(
P6λ
T ′ (µ) : ∆T ′(ν)

)
und nach der BGG-Reziprozität

[∆KT
(ν) : LKT

(µ)] ≥
[
∆KT ′

(ν) : LKT ′
(µ)

]
,

und daraus folgt die Behauptung. �

Korollar 3.13. Für jeden Morphismus T → T ′ von S-Algebren und
jede Vereinigung von Äquivalenzklassen θ ⊂ h?/∼T induziert der Funk-
tor

· ⊗T T ′ : OT → OT ′
einen Funktor

· ⊗T T ′ : OT,θ → OT ′,θ.

4. Deformierte Zentren

Sei T eine S-Algebra. Das Zentrum einer Kategorie ist der Ring
der natürlichen Endomorphismen des Identitätsfunktors. In diesem Ab-
schnitt stellen wir einige Aussagen über die Struktur der Zentren der
deformierten Darstellungskategorien bereit und untersuchen die Ver-
bindungen zwischen Endomorphismen von projektiven Objekten und
dem Zentrum.

Definition 4.1. Sei ZT das Zentrum von OT und Z6λ
T das Zentrum

von O6λ
T für λ ∈ h?.

Für λ ≤ λ′ gibt es eine natürliche Restriktionsabbildung Z6λ′

T →
Z6λ
T , die {Z6λ

T } bilden also ein gerichtetes System.
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Proposition 4.2. Die natürlichen Restriktionsabbildungen ZT → Z6λ
T

induzieren einen Isomorphismus

ZT ∼= lim←−Z
6λ
T .

Beweis. Jeder endlich erzeugte Modul M aus OT liegt schon in einer
Kategorie O6λ

T und ein Element des Zentrums ist eindeutig bestimmt
durch seine Wirkung auf den endlich erzeugten Moduln. Folglich ist
obige Abbildung injektiv. Andererseits setzt sich jede natürliche Trans-
formation des Identitätsfunktors auf der Unterkategorie der endlich er-
zeugten Moduln aus OT fort zu einem Element der Zentrums. �

Es genügt also, Z6λ
T zu berechnen. Proposition 4.4 gibt nun eine

konkrete Darstellung von Z6λ
T .

Sei λ ∈ h? und {Pµ}µ≤λ ein System projektiver Objekte aus O6λ
T

mit der Eigenschaft, daß für alle µ ≤ λ eine Surjektion Pµ→→∆T (µ)
existiert. Ein solches System existiert nach Proposition 3.3. Sei

P :=

{⊕
i∈I

Pµi
| µi ≤ λ, I eine Indexmenge

}
.

Lemma 4.3. Für jeden Modul M aus O6λ
T existiert ein P ∈ P mit

einer Surjektion P→→M .

Beweis. Es genügt, das Lemma für Moduln M , die von einem Element
m ∈ M erzeugt werden, zu zeigen. Ein solcher Modul hat aber eine
(endliche) Filtrierung durch Höchstgewichtsmoduln. Wegen der Pro-
jektivität der Pµ finden wir eine Surjektion

⊕
µ Pµ→→M , wobei µ die

höchsten Gewichte in dieser Filtrierung durchläuft. �

Jedes Element z ∈ Z6λ
T definiert einen Endomorphismus zµ : Pµ →

Pµ. Wir erhalten eine Abbildung

φT : Z6λ
T →

∏
µ≤λ

End(Pµ)

z 7→ {zµ}µ≤λ.
Sei

B6λ
T :=

{
{zµ} ∈

∏
µ≤λ

End(Pµ)

∣∣∣∣ f ◦ zµ = zν ◦ f ∀µ, ν ≤ λ,
f ∈ HomOT

(Pµ, Pν)

}
.

Proposition 4.4. φT induziert einen Isomorphismus

φT : Z6λ
T

∼−→ B6λ
T ⊂

∏
µ≤λ

End(Pµ).
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Bemerkung 4.5. Ist Λ ∈ h?/∼ eine endliche Äquivalenzklasse, so ist
P :=

⊕
µ∈Λ Pµ ein volltreuer projektiver Erzeuger von OT,Λ. Ein ana-

log definiertes BT,Λ ist dann das Zentrum des Rings End(P ). Wegen
OT,Λ ∼= mod-End(P ) ist obiger Satz ein Spezialfall der Aussage, daß das
Zentrum der Kategorie der Darstellungen über einem Ring isomorph
zum Zentrum des Rings ist.

Beweis. Nach Definition des Zentrums liegt das Bild von φT sicherlich
in B6λ

T . Ist φT (z) = 0, so induziert z die Nullabbildung auf allen Pµ,

somit auf allen Moduln aus P . Jeder Modul aus O6λ
T ist aber Quotient

eines Moduls aus P nach Lemma 4.3, wegen der Natürlichkeit von z
operiert z also trivial auf jedem Modul, folglich ist φT injektiv. Wir
müssen noch Surjektivität zeigen.

Sei z = {zµ} ein Element aus B6λ
T und M ein Modul aus O6λ

T . Wir
wollen die Operation von z auf den Moduln Pµ fortsetzen zu einer
Operation auf M . Wir können M darstellen als Kokern eines Morphis-
mus P ′ → P mit Moduln P, P ′ ∈ P. Dann kommutiert das folgende
Diagramm

P ′ −−−→ P −−−→ M

z

y yz

P ′ −−−→ P −−−→ M
Also wird eine Abbildung M → M induziert. Da die auf den pro-
jektiven Objekten konstruierten Abbildungen kommutieren mit Mor-
phismen zwischen diesen projektiven Objekten, ist dieser Morphismus
unabhängig ist von der Wahl der Darstellung P ′ → P→→M . Auf ähnli-
che Weise sieht man, daß die so definierte Operation auf den Moduln
aus O6λ

T mit allen Morphismen vertauscht, also eine natürliche Trans-
formation des Identitätsfunktors liefert. Folglich liegt z im Bild von
φT . �

Wir fassen von nun an Z6λ
T als Unterring in

∏
µ≤λ End(Pµ) auf. Ist

T → T ′ ein Morphismus von S-Algebren, so ist P ′µ = Pµ ⊗T T ′ ein
projektives Objekt nach Lemma 3.4 mit ∆T ′(µ) als Quotienten. Wir
können annehmen, daß jeder Modul Pµ endlich erzeugt ist (beispiels-

weise ist jedes Q6λ
T (µ) endlich erzeugt).

Lemma 4.6. Die kanonische Abbildung∏
µ≤λ

End(Pµ)→
∏
µ≤λ

End
(
P ′µ

)
induziert Abbildungen

Z6λ
T → Z6λ

T ′
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und
ZT → ZT ′ .

Beweis. Nach Proposition 3.4 ist Hom(P ′µ, P
′
ν) = Hom(Pµ, Pν) ⊗T T ′.

Also vertauscht das Bild eines z ∈ Z6λ
T mit jedem Morphismus P ′µ →

P ′ν , liegt also in Z6λ
T ′ nach Proposition 4.4. Die Abbildung Z6λ

T → Z6λ
T ′

ist unabhängig von der speziellen Wahl der Pµ, nach Proposition 4.2
erhalten wir also auch eine Abbildung ZT → ZT ′ . �

Bemerkung 4.7. Alle bisherigen Konstruktionen lassen sich ebenfalls in
viel allgemeineren Fällen, wie z.B. für Z-graduierte oder triangulierte
Lie-Algebren durchführen und die Sätze behalten ihre Richtigkeit.

Bemerkung 4.8. Sei T eine komplette lokale S-Algebra. Für jede Ver-
einigung von Äquivalenzklassen θ ⊂ h?/∼T seien analog ZT,θ und Z6λ

T,θ

die Zentren von OT,θ und O6λ
T,θ. Dann gelten die Aussagen dieses Ab-

schnitts auch für ZT,θ und Z6λ
T,θ.

5. Orbiten und Äquivalenzklassen

Wir brauchen von nun an mehr Information über die Multiplizitäten
[∆(λ) : L(µ)]. Sei dazu (·, ·) : g×g→ C eine nicht-ausgeartete invarian-
te Bilinearform auf g. Auch die Einschränkung auf h×h ist dann nicht-
ausgeartet und induziert damit eine Bilinearform (·, ·) : h? × h? → C.
Für jede S-Algebra T sei h?T = h? ⊗C T = HomC(h, T ) und (·, ·)T :
h?T × h?T → T die T -bilineare Fortsetzung. Wir fassen h? ∼= h?⊗ 1 ⊂ h?T
als Unterraum auf. Der Strukturmorphismus τ : h→ S → T ist ein Ele-
ment in h?T . Sei ρ ∈ h? ein Element, daß auf jeder einfachen Kowurzel
den Wert 1 annimmt.

Sei T eine komplette lokale S-Algebra mit Restklassenkörper KT .

Definition 5.1. Sei ↑T die partielle Ordnung auf h?, die erzeugt wird
von µ ↑T λ, falls es ein n ∈ N und eine positive Wurzel β ∈ ∆+ gibt
mit 2(λ+ ρ+ τ, β)KT

= n(β, β)KT
und λ− µ = nβ.

Theorem 5.2. Seien λ, µ ∈ h?. Dann ist

[∆KT
(λ), LKT

(µ)] 6= 0

genau dann, wenn µ ↑T λ. Die Äquivalenzrelation ∼T wird also von ↑T
erzeugt.

Beweis. siehe [KK], Theorem 2. �

SeiW die Weylgruppe von g. In gewissen Fällen können wir die Äqui-
valenzklassen nun als Orbiten unter Untergruppen von W beschreiben.
Sei ∆re

+ ⊂ ∆+ die Menge der positiven reellen Wurzeln von g.
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Definition 5.3. Für jedes λ ∈ h? sei

∆T
+(λ) = {α ∈ ∆+ | 2(λ+ τ, α)KT

∈ Z(α, α)KT
} .

Für jedes α ∈ ∆re
+ gibt es eine Spiegelung sα ∈ W . Falls ∆T

+(λ) ⊂ ∆re
+ ,

so können wir auch

W T (λ) := 〈sα | α ∈ ∆T
+(λ)〉 ⊂ W

definieren.

Wir definieren nun die für unsere Arbeit wichtigsten Deformations-
ringe.

Definition 5.4. Sei Ŝ die Komplettierung von S am von h ⊂ S erzeug-
ten Ideal und Q der Quotientenkörper. Für jedes Primideal p ⊂ Ŝ sei
Ŝp die Lokalisierung an p und Kp := Ŝp/p der Restklassenkörper. Für

α ∈ ∆ sei hα := (τ, α)Ŝ ∈ h ⊂ Ŝ, Ŝα die Lokalisierung am Primideal

Ŝhα und Kα = Ŝα/Ŝαhα der Restklassenkörper.

Lemma 5.5. Sei p ⊂ Ŝ ein Primideal und λ ∈ h?. Dann ist

∆
Ŝp

+ (λ) =
{
α ∈ ∆Ŝ

+(λ) | hα ∈ p
}
.

Beweis. Es ist (λ+τ, α)Kp = (λ+τ, α)Ŝ+p. Wegen (λ, α)Ŝ = (λ, α)C ∈
C und (τ, α)Ŝ ∈ h ist 2(λ + τ, α)Kp ∈ Z(α, α) genau dann, wenn
(λ, α)C ∈ Z(α, α) und (τ, α)Ŝ ≡ 0 in Kp. Die erste Bedingung bedeutet

α ∈ ∆Ŝ
+(λ) und die zweite hα = (τ, α)Ŝ ∈ p. �

Bemerkung 5.6. Sei p ⊂ Ŝ ein Primideal. Ist ∆
Ŝp

+ (λ) ⊂ ∆re
+ , so ist

die Äquivalenzklasse von λ unter ∼Ŝp
nach Theorem 5.2 und Lemma

5.5 genau der Orbit W Ŝp(λ).λ, wobei w.(µ) = w(µ + ρ) − ρ die zum
Fixpunkt −ρ verschobene Operation sei.

Definition 5.7. Für eine Äquivalenzklasse Λ ∈ h?/∼Ŝ und ein Prim-

ideal p ⊂ Ŝ sei

∆
Ŝp

+ (Λ) := ∆
Ŝp

+ (λ)

für ein λ ∈ Λ. Diese Definition hängt nicht von der Wahl von λ ab.

Proposition 5.8. (1) Sei Λ ∈ h?/∼Ŝ eine Äquivalenzklasse und

p ⊂ Ŝ ein Primideal mit hα 6∈ p für alle α ∈ ∆Ŝ
+(Λ). Dann

zerfällt Λ unter ∼Ŝp
in einelementige Äquivalenzklassen und je-

der Verma-Modul aus OŜp,Λ
ist projektiv.

(2) Sei α ∈ ∆re
+ reell und Λ eine Äquivalenzklasse unter ∼Ŝα

. Dann

ist ∆Ŝα
+ (Λ) = ∅ oder ∆Ŝα

+ (Λ) = {α}.
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(a) Falls ∆Ŝα
+ (Λ) = ∅, so ist Λ einelementig und der zugehörige

Verma-Modul in OŜα,Λ
ist projektiv.

(b) Falls ∆Ŝα
+ (Λ) = {α}, so ist Λ = {λ, µ} mit λ = sα.µ und

λ > µ. Dann ist PŜα
(λ) = ∆Ŝα

(λ) projektiv und es existiert
eine kurze exakte Sequenz

0→ ∆Ŝα
(λ)→ PŜα

(µ)→ ∆Ŝα
(µ)→ 0.

Beweis. zu 1: Nach Lemma 5.5 ist ∆
Ŝp

+ (Λ) = ∅, also spaltet Λ über

Ŝp auf in einelementige Äquivalenzklassen. Nach Theorem 5.2 und der
BGG-Reziprozität in 3.11 ist also jeder Verma-Modul aus OŜp,Λ

pro-
jektiv.

zu 2: Nach Lemma 5.5 ist ∆Ŝα
+ (Λ) = ∅ oder ∆Ŝα

+ (Λ) = {α}. Im
ersten Fall ist Λ einelementig und wir können wie in 1. argumentieren.
Im zweiten Fall ist Λ = {λ, µ} mit λ = sα.µ nach Bemerkung 5.6 und
wir können λ > µ annehmen. Dann ist ∆Ŝα

(λ) projektiv und ∆Kα(µ)
kommt in ∆Kα(λ) als Untermodul vor. Da der Homomorphismenraum
zwischen Verma-Moduln höchstens eindimensional ist, folgt [∆Kα(λ) :
∆Kα(µ)] = 1. Nach der BGG-Reziprozität enthält PŜα

(µ) die Verma-
Moduln ∆Ŝα

(λ) und ∆Ŝα
(µ) also mit Multiplizität 1, der dominante

Verma-Modul taucht dabei als Untermodul auf. �

Bemerkung 5.9. Ist α ∈ ∆re
+ eine reelle Wurzel, so zerfällt OKα also in

Blöcke, die entweder äquivalent zur Kategorie der Vektorräume über
Kα oder äquivalent zum Hauptblock der Lie-Algebra sl2 über Kα sind.

Nun können wir das Zentrum auf gewissen Hyperebenen berechnen.
Für jede S-Algebra T liefert die Operation des Zentrums auf Verma-
Moduln eine Abbildung

ψT : ZT →
∏
ν∈h?

T

z 7→ {z|∆T (ν)}

Ist T lokal und komplett und Λ ∈ h?/∼T , so erhalten wir auf analoge
Weise eine Abbildung

ψT,Λ : ZT,Λ →
∏
ν∈Λ

T

z 7→ {z|∆T (ν)}.
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Proposition 5.10. (1) Sei Λ ∈ h?/∼Ŝ eine Äquivalenzklasse und

p ⊂ Ŝ ein Primideal mit hα 6∈ p für alle α ∈ ∆Ŝ
+(Λ). Dann ist

ψŜp,Λ
: ZŜp,Λ

∼−→
∏
ν∈Λ

Ŝp

ein Isomorphismus.
(2) Für jedes Primideal p ⊂ Ŝ ist die Abbildung ψŜp

: ZŜp
→

∏
ν∈h? Ŝp

injektiv.
(3) Sei α ∈ ∆re

+ reell und Λ eine Äquivalenzklasse unter ∼Ŝα
. Nach

Proposition 5.8 ist ∆Ŝα
+ (Λ) = ∅ oder ∆Ŝα

+ (Λ) = {α}.
(a) Falls ∆Ŝα

+ (Λ) = ∅, so ist ZŜα,Λ
= Ŝα.

(b) Falls ∆Ŝα
+ (Λ) = {α}, so ist Λ = {λ, µ} nach Proposition

5.8 und ZŜα,Λ
=

{
{tλ, tµ} ∈ Ŝα ⊕ Ŝα | tλ ≡ tµ mod hα

}
.

Beweis. zu 1: Nach Proposition 5.8 ist jeder Verma-Modul in ZŜp,Λ

projektiv und nicht-isomorphe Verma-Moduln liegen in verschiedenen
Blöcken. Die Behauptung folgt nun aus Proposition 4.4.

zu 2: Die kanonische Einbettung Ŝp → Q induziert nach Proposition
4.6 eine Einbettung ZŜp

→ ZQ (da End(Pµ)→ End(Pµ)⊗Ŝp
Q injektiv

ist) und das Diagramm

ZŜp
−−−→ ZQy y∏

Ŝp −−−→
∏
Q

kommutiert. Da die waagrechten Abbildungen injektiv sind und die
Abbildung ZQ →

∏
Q sogar ein Isomorphismus nach 1., ist auch ZŜp

→∏
Ŝp injektiv.
zu 3: Im ersten Fall kann man wie in 1. argumentieren. Sei also nun

Λ = {λ, µ} mit λ = sα.µ und λ > µ. Wir kürzen die Objekte ZŜα,Λ
,

PŜα
, ∆Ŝα

und LŜα
durch Z, P,∆ und L ab.

Es ist P (λ) = ∆(λ) und es existiert eine kurze exakte Sequenz

0→ ∆(λ)→ P (µ)→ ∆(µ)→ 0.

Sei f ∈ End(P (µ)). Wegen λ > µ gilt dann f(∆(λ)) ⊂ ∆(λ) und f
induziert damit Abbildungen

fλ : ∆(λ) → ∆(λ),

fµ : ∆(µ) → ∆(µ).
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Da diese Abbildungen durch Skalare aus Ŝα gegeben sind, erhalten wir
eine Abbildung

End(P (µ))→ Ŝα ⊕ Ŝα.

Wegen der Natürlichkeit der Operation von Z kommutiert das Dia-
gramm

Z

##GG
GG

GG
GG

GG
// Ŝα ⊕ Ŝα

End(Pµ)

99rrrrrrrrrr

Wir behaupten nun, daß Z → End(P (µ)) ein Isomorphismus ist. In-
jektivität folgt aus obigem Diagramm und 2. Wir müssen noch zeigen,
daß jedes f ∈ End(P (µ)) ein Element des Zentrums induziert. f indu-
ziert auch einen Endomorphismus fλ auf ∆(λ) ∼= P (λ). Wir benutzen
die Charakterisierung des Zentrums aus Proposition 4.4 und müssen al-
so zeigen, daß das Paar (f, fλ) ∈ End(P (µ))⊕ End(P (λ)) im Zentrum
von End(P (µ) ⊕ P (λ)) liegt. Sicherlich kommutiert (f, fλ) mit allen
Morphismen P (λ) → P (µ) ⊕ P (λ). Nun ist End(P (µ)) kommutativ,
wie man an der Einbettung

End(P (µ)) ↪→ End(P (µ))⊗Ŝα
Q ∼= End(P (µ)⊗Q) = Q⊕Q

erkennt. Somit kommutiert (f, fλ) auch mit Endomorphismen P (µ)→
P (µ). Ein g : P (µ) → P (λ) setzen wir fort zu g̃ : P (µ) → P (µ) und
erhalten die Behauptung.

Wir zeigen jetzt, daß das Bild B von End(P (µ)) in Ŝα ⊕ Ŝα genau
{(fλ, fµ) | fλ ≡ fµ mod hα} ist.

Der Modul P (µ)⊗Ŝα
Kα ist nach Lemma 3.7 unzerlegbar und damit

isomorph zu PKα(µ). Wir betrachten das kommutative Diagramm

End(P (µ)) −−−→ End(PKα(µ))y y
Ŝα ⊕ Ŝα −−−→ Kα ⊕Kα

wobei die Abbildung End(PKα(µ))→ Kα⊕Kα in analoger Weise durch
die Skalare auf den Verma-Faktoren gegeben sei. PKα(µ) ist ein an-
tidominantes projektives Objekt in einer Kategorie, die isomorph ist
zum Hauptblock von sl2 über Kα nach Bemerkung 5.9. Der Endo-
morphismenring End(PKα(µ)) ist dann zweidimensional und man sieht
leicht, daß das Bild von End(PKα(µ))→ Kα⊕Kα genau die Diagonale
{(t, t) ∈ Kα⊕Kα} ist. Ist (fλ, fµ) in B, so gilt folglich fλ ≡ fµ mod hα.
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Wir müssen nur noch zeigen, daß die Elemente (1, 1) und (hα, 0) im

Bild von End(P (µ)) → Ŝα ⊕ Ŝα liegen. (1, 1) ist das Bild des Einsele-
ments.

Wir wählen eine Injektion ∆Kα(µ) → ∆Kα(λ) und definieren die
Verkettung der Abbildungen

g : PKα(µ)→ ∆Kα(µ)→ ∆Kα(λ).

Nach Proposition 3.4 finden wir einen Lift

f : P (µ)→ ∆(λ).

Die Verkettung P (µ) → ∆(λ) → P (µ) induziert Skalare (fλ, 0) und

nach Multiplikation mit einem invertierbaren Element in Ŝα finden wir
ein Element f ∈ End(P (µ)), das die Skalare (hnα, 0) für ein n > 0
induziert und dessen Bild in End(PKα(µ)) nicht Null ist. Wir wollen
nun n = 1 zeigen. Dazu benötigen wir starke Hilfsmittel.

Sei (·, ·) : ∆(λ) ⊗ ∆(λ) → Ŝα eine nicht-ausgeartete und bezüglich
der Chevalley-Involution σ : g→ g kontravariante Bilinearform. Sei

∆(λ) = M0 ⊃M1 ⊃M2 ⊃ . . .

die Jantzen-Filtrierung, also

Mi :=
{
m ∈ ∆(λ) | (m,∆(λ)) ≡ 0 mod hiα

}
.

Für M̃i := Mi⊗Ŝα
Kα gilt dann die Jantzen-Summenformel (vgl. [Jan],

Satz 5.3 und [KK], Beweis von Theorem 2)∑
i>0

chM̃i =
∑

α∈∆+,n∈N
(λ+ρ+τ,α)=n(α,α)

ch∆Kα(λ− nα),

wobei für einen Modul N ∈ OKα mit endlich-dimensionalen Gewichts-
räumen der Charakter

chN :=
∑
ν∈h?

dimKα Nν · eν

ein Element in der additiven Gruppe Kα[[e
ν ]] über den Symbolen eν

ist.
Auf der rechten Seite der Summenformel steht nun ch∆Kα(µ), also

der Charakter eines einfachen Moduls. Dann muß M̃2 = 0 sein, M2 also
im Kern der Projektion ∆(λ)→ ∆Kα(λ) liegen.

Wir zeigen M = im(f : P (µ) → ∆(λ)) ⊂ M2, falls n ≥ 2, was den
Widerspruch zur Nicht-Trivialität des Bildes von f in End(PKα(µ))
liefert. Ist n ≥ 2, so gilt Mλ ⊂ h2

α∆(λ)λ. Sei vλ ein Erzeuger von
∆(λ)λ, uvλ ∈M und wvλ ∈ ∆(λ). Dann ist

(uvλ, wvλ) = (σ(w)uvλ, vλ) ∈ h2
αŜ,
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da vλ orthogonal auf ∆(λ)ν für ν 6= λ steht. Also ist M ⊂M2. �

Nach Proposition 5.10 können wir ZŜ und ZŜp
für jedes Primideal p

als Unterring in
∏

ν∈h? Q betrachten.

Proposition 5.11. Es gilt in
∏

ν∈h? Q

ZŜ =
⋂

p⊂Ŝ prim
htp=1

ZŜp

und analog für jede Äquivalenzklasse Λ ∈ h?/∼Ŝ in
∏

ν∈ΛQ

ZŜ,Λ =
⋂

p⊂Ŝ prim
htp=1

ZŜp,Λ

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß für jedes λ ∈ h? gilt

Z6λ
Ŝ

=
⋂

p⊂Ŝ prim
htp=1

Z6λ
Ŝp
⊂ Z6λ

Q .

Daraus folgt die Behauptung mittels Proposition 4.2. Wir wählen pro-
jektive Objekte Pµ und identifizieren Z6λ

Ŝ
, Z6λ

Ŝp
und Z6λ

Q als Unterringe

in
∏

µ≤λ End(Pµ),
∏

µ≤λ End(Pµ ⊗ Ŝp) und
∏

µ≤λ End(Pµ ⊗ Q) wie in
Proposition 4.4. Wir betrachten folgendes kommutative Diagramm:

Z6λ
Ŝ

−−−→ Z6λ
Ŝp

−−−→ Z6λ
Qy y y∏

End(Pµ) −−−→
∏

End(Pµ ⊗ Ŝp) −−−→
∏

End(Pµ ⊗Q)

Sicherlich gilt Z6λ
Ŝ
⊂

⋂
Z6λ
Ŝp

. Sei nun z im Durchschnitt der Z6λ
Ŝp

. Wir

wollen z ∈ Z6λ
Ŝ

zeigen. Wegen⋂
p⊂Ŝ prim

htp=1

∏
µ≤λ

End(Pµ ⊗ Ŝp) =
⋂ ∏

End(Pµ)⊗ Ŝp

=
∏⋂

End(Pµ)⊗ Ŝp

=
∏

End(Pµ)

ist z ∈
∏

µ≤λ End(Pµ). Hier haben wir im letzten Schritt die Identität⋂
p⊂A prim

htp=1

Ap = A
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benutzt, die für alle noetherschen normalen Ringe A gilt ([Ma], Theo-

rem 38). Wegen Hom(Pµ, Pν) ⊂ Hom(Pµ⊗Ŝp, Pν⊗Ŝp) (für jedes p ⊂ Ŝ)
kommutiert z aber mit allen Morphismen Pµ → Pν , liegt also nach Pro-

position 4.4 in Z6λ
Ŝ

. �

Das nächste Theorem ist das Hauptresultat des ersten Teils dieser Ar-
beit.

Theorem 5.12. Sei Ŝ die Komplettierung von S am von h? erzeugten

Ideal und Λ ∈ h?/∼Ŝ eine Äquivalenzklasse mit ∆Ŝ
+(Λ) ⊂ ∆re

+ . Dann
ist

ZŜ,Λ
∼=

{
{tν} ∈

∏
ν∈Λ

Ŝ | tν ≡ tsα.ν mod hα ∀α ∈ ∆Ŝ
+(Λ)

}
.

Beweis. Wir benutzen die Propositionen 5.10 und 5.11 . Sei p ein Prim-

ideal der Höhe 1. Gilt hα 6∈ p für alle α ∈ ∆Ŝ
+(Λ), so ist

Zp,Λ =
∏

Ŝp.

Ist hα ∈ p, so liegt das Primideal Ŝhα in p. Da p die Höhe 1 hat, ist

p = Ŝhα. Ist nun α 6∈ ∆Ŝ
+(Λ), so ist

ZŜα,Λ
=

∏
Ŝα.

Ist α ∈ ∆Ŝ
+(Λ), so ist nach Voraussetzung α reell und

ZŜα,Λ
=

{
{tν} ∈

∏
ν∈Λ

Ŝα | tλ ≡ tµ mod hα, falls λ = sα.µ

}
.

Der Durchschnitt dieser Ringe liefert nach Proposition 5.11 die Be-
hauptung. �

6. Verschiebungsfunktoren

In diesem Abschnitt betrachten wir Verschiebungsfunktoren zwischen
den Blöcken der deformierten Darstellungskategorie OT . Sei M ein Mo-
dul aus OT und L ein einfacher integrabler Modul aus O. Dann hat L
ein dominantes höchstes Gewicht und der duale Modul L∗ hat ein anti-
dominantes niedrigstes Gewicht. Die Definition der Verschiebung in die
dominante Richtung beinhaltet das Tensorprodukt M ⊗CL und wurde
schon in [DGK] untersucht. Das Verschieben in die antidominante Rich-
tung beinhaltet das Tensorprodukt M⊗CL

∗ und dieses Tensorprodukt
liegt i.A. nicht in OT . Falls M jedoch ein Modul mit Verma-Fahne ist,
finden wir einen gewissen maximalen Subquotienten aus den gestutzten
Kategorien, den wir dann auf einen Block projizieren können. Deshalb
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schränken wir uns von vornherein auf die Kategorie der Moduln mit
Verma-Fahne ein. Dadurch verlieren wir keine Information, da nach
Theorem 3.8 die projektiven Objekte eine Verma-Fahne besitzen. Die-
ser Funktor wurde im nicht-deformierten Fall ausführlich in [Nei] un-
tersucht, jedoch benützen wir eine leicht veränderte, aber äquivalente
Definition.

Da im Allgemeinen der integrable Modul L unendlich dimensional
ist und somit die Funktoren ·⊗L und ·⊗L∗ nicht adjungiert sind, ist es
auch nicht offensichtlich, daß Verschiebungsfunktoren in die dominante
Richtung und in die antidominante Richtung adjungiert sind. In den
folgenden Abschnitten konstruieren wir explizit Adjunktionen in beide
Richtungen (eine der beiden Richtungen wurde im nicht-deformierten
Fall schon in [Nei] konstruiert). Obwohl wir uns eingeschränkt haben
auf Moduln mit Verma-Fahne, reichen diese Adjunktionen aus um zu
zeigen, daß ein projektiver Modul beim Verschieben projektiv bleibt.
Das könnte eine kombinatorische Beschreibung der projektiven Decken
und speziell der Homomorphismenräume ermöglichen.

Wir stellen nun die wesentlichen Definitionen zur Konstruktion der
Verschiebungsfunktoren bereit. Sei T eine S-Algebra, M ein U–T -
Bimodul und N ein U -Modul. Dann ist M ⊗C N auf natürliche Weise
ein U–T -Bimodul. Ist M ein Modul aus OT und N ein Modul aus O,
dann ist M ⊗C N ein Modul aus OT . Ist T → T ′ ein Morphismus von
S-Algebren, so sind (M⊗T T ′)⊗CN und (M⊗CN)⊗T T ′ auf natürliche
Weise isomorph als U–T ′-Bimoduln.

Sei MT die Unterkategorie von OT , die aus allen Moduln mit end-
licher Verma-Fahne besteht. Analog seien MT,θ,M6ν

T , . . . definiert.
Nach Theorem 3.8 haben alle projektiven Objekte eine Verma-Fahne.

Definition 6.1. Sei N ein U–T -Bimodul. Eine umgekehrte Verma-
Fahne (UVF) von N ist eine Filtrierung

N = N0 ⊃ N1 ⊃ N2 ⊃ . . .

durch Untermoduln Ni, so daß
⋂∞
i=0Ni = 0, Ni/Ni−1

∼= ∆T (µi) für
gewisse µi ∈ h? und so daß für alle ν ∈ h? die Menge {i | µi ≤ ν}
endlich ist. Wir bezeichnen durch (N : ∆T (κ)) = #{i | µi = κ} die
Multiplizität von ∆T (κ) als Subquotient von N in dieser UVF.

Bemerkung 6.2. Da wir nur Moduln mit endlicher UVF, also einer
Verma-Fahne, mit integrablen Moduln tensorieren, ist die Forderung
nach Elementen ni ∈ N , so daß ni +Ni+1 den Modul Ni/Ni+1 erzeugt
und so daß Ni erzeugt wird von {ni, ni+1, . . . }, wie sie Neidhardt in
[Nei] erhebt, in unserem Fall nicht nötig.
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Sei N ein U–T -Bimodul mit UVF und ν ∈ h?. Sei N 66ν der von
allen Gewichtsräumen Nκ mit κ 66 ν erzeugte Untermodul von N . Wir
definieren

N6ν := N/N 66ν .

Proposition 6.3. (1) Die in obiger Definition definierte Multipli-
zität hängt nicht von der Wahl der UVF ab und sie ist additiv,
d.h. für eine kurze exakte Sequenz 0 → N ′ → N → N ′′ → 0
von Moduln mit UVF gilt für alle κ ∈ h?

(N : ∆T (κ)) = (N ′ : ∆T (κ)) + (N ′′ : ∆T (κ)) .

(2) Sei N ein Modul mit UVF und ν ∈ h?. Dann besitzt auch N6ν

eine UVF und für die Multiplizitäten gilt(
N6ν : ∆T (κ)

)
=

{
(N : ∆T (κ)) falls κ ≤ ν,

0 sonst.

(3) Sei
0→ N ′ → N → N ′′ → 0

eine exakte Sequenz von Moduln mit UVF. Dann ist auch die
induzierte Sequenz

0→ (N ′)6ν → N6ν → (N ′′)6ν → 0

exakt.

Beweis. Zunächst ist 1. klar im Fall, daß alle Moduln eine endliche
UVF besitzen. Wir zeigen nun 2. für den Fall einer endlichen UVF. Sei

0 = N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Nk = N

eine Verma-Fahne und Ni/Ni−1
∼= ∆T (µi). Da Ext(∆T (κ),∆T (κ′)) =

0, falls κ 6≤ κ′, können wir diese Verma-Fahne so wählen, daß alle
Subfaktoren zu Gewichten κ 6≤ ν vor denen mit Gewichten κ′ ≤ ν
vorkommen, daß also ein l > 0 existiert mit µi ≤ ν ⇐⇒ i ≥ l. Dann
ist N6ν = N/Nl, hat also eine Verma-Fahne und die Aussage über die
Multiplizitäten folgt.

Wir zeigen nun, daß für jede exakte Sequenz

0→ N ′ f→ N
g→ N ′′ → 0

von U–T -Bimoduln mit Gewichtsraumzerlegung (nicht notwendiger-
weise mit UVF) die induzierte Sequenz

(N ′)6ν f̄→ N6ν ḡ→ (N ′′)6ν → 0 (1)

exakt ist.
Zunächst ist ḡ surjektiv, da von g induziert. Außerdem liegt das Bild

von f̄ sicher im Kern von ḡ. Nun ist g|N 66ν : N 66ν → (N ′′)66ν surjektiv,
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da beide Moduln von den Gewichtsräumen in N bzw. N ′′ zu Gewichten
κ 66 ν erzeugt werden und g surjektiv ist. Ist nun n̄ ∈ ker ḡ und n ∈ N
ein Urbild von n̄, so ist g(n) ∈ (N ′′)66ν . Sei n0 ∈ N 66ν ein Urbild von
g(n). Dann liegt n − n0 im Bild von f und n̄ = n− n0 liegt im Bild
von f̄ , was zu zeigen war.

Haben nun alle Moduln in der exakten Sequenz (1) eine endliche
UVF, so folgt durch Vergleich der Multiplizitäten der Verma-Moduln
auch die Injektivität der ersten Abbildung. Wir haben also auch 3. für
den Fall mit endlicher UVF gezeigt.

Jetzt zeigen wir 2. in aller Allgemeinheit. Sei also N ein beliebiger
Modul mit UVF

N = N0 ⊃ N1 ⊃ N2 ⊃ . . .

und Ni/Ni+1
∼= ∆T (µi). Die Inklusionen Ni ↪→ N induzieren Abbildun-

gen N6ν
i → N6ν und wir erhalten eine Filtrierung

N6ν = N6ν
0 ⊃ im(N6ν

1 ) ⊃ im(N6ν
2 ) ⊃ . . . .

Wir behaupten, daß

im(N6ν
i )/im(N6ν

i+1)
∼=

{
∆T (µi), falls µi ≤ ν,

0, sonst.

Die exakte Sequenz

0→ Ni+1 → Ni → Ni/Ni+1 → 0

induziert eine exakte Sequenz

N6ν
i+1 → N6ν

i → (Ni/Ni+1)
6ν → 0

und wir erhalten einen Isomorphismus

(Ni/Ni+1)
6ν ∼= N6ν

i /im(N6ν
i+1).

Auf analoge Weise erhalten wir einen Isomorphismus (N/Ni+1)
6ν ∼=

N6ν/im(N6ν
i+1). Wir betrachten nun folgendes kommutative Diagramm

N6ν
i+1 → N6ν

i → N6ν
i /im(N6ν

i+1)
∼= (Ni/Ni+1)

6ν

↓ ↓ ↓
im(N6ν

i+1) → im(N6ν
i ) → im(N6ν

i )/im(N6ν
i+1)

‖ ↓ ↓
im(N6ν

i+1) → N6ν → N6ν/im(N6ν
i+1)

∼= (N/Ni+1)
6ν

Die exakte Sequenz

0→ Ni/Ni+1 → N/Ni+1 → N/Ni → 0.

besteht aus Moduln mit endlicher UVF und nach dem schon Bewiese-
nen ist

0→ (Ni/Ni+1)
6ν → (N/Ni+1)

6ν → (N/Ni)
6ν → 0
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exakt, speziell ist die erste Abbildung injektiv. Dann muss aber auch die
Abbildung (Ni/Ni+1)

6ν → im(N6ν
i )/im(N6ν

i+1) injektiv sein, aus obigem
Diagramm erhalten wir aber auch, daß diese Abbildung surjektiv ist,
also ein Isomorphismus. Insgesamt erhalten wir

∆T (µi)
6ν ∼= (Ni/Ni+1)

6ν ∼= im(N6ν
i )/im(N6ν

i+1)

und damit die Behauptung. Also hat N6ν eine UVF mit den geforder-
ten Multiplizitäten. Damit ist 2. bewiesen. Aus 2. folgt nun auch sofort
die Unabhängigkeit der Multiplizitäten von der Verma-Fahne und dann
auch die Additivität. Wir müssen also nur noch die Injektivität der in-
duzierten exakten Sequenz aus 3. zeigen. Das folgt nun aber auch aus
der Aussage 2. über die Multiplizitäten der Verma-Moduln. �

Lemma 6.4. Sei T → T ′ ein Morphismus von S-Algebren, N ein
U–T -Bimodul mit UVF und ν ∈ h?. Dann gilt

(N ⊗T T ′)6ν = N6ν ⊗T T ′.

Beweis. Zunächst gilt für alle Gewichte κ

Nκ ⊗T T ′ = (N ⊗T T ′)κ,
also auch N 66ν ⊗T T ′ = (N ⊗T T ′)66ν , also auch N6ν ⊗T T ′ = (N ⊗T
T ′)6ν . �

Proposition 6.5. Sei L∗ ein U-Modul mit niedrigstem Gewicht und N
ein U–T -Bimodul mit Verma-Fahne. Dann besitzt N ⊗C L

∗ eine UVF
und für die Multiplizitäten gilt

(N ⊗C L
∗ : ∆T (κ)) =

∑
χ

(N : ∆T (κ− χ)) dimC L
∗
χ

für jedes κ ∈ h?.

Beweis. Sei 0 = Ñ0 ⊂ Ñ1 ⊂ · · · ⊂ Ñk = N eine Verma-Fahne von
N und ni ∈ Ñi so, daß ni + Ñi−1 den Verma-Modul Ñi/Ñi−1 erzeugt.
Sei {l∗j}j eine C-Basis von L∗, bestehend aus Gewichtsvektoren. Wir
können nun die Menge {ni ⊗ lj}i,j = {v0, v1, . . . } folgendermaßen ord-
nen: Sei µi das Gewicht von vi, dann folgt i < j aus µi < µj. Sei nun
Ni das Erzeugnis (als U–T -Bimodul) von {vi, vi+1, . . . }. Wir erhalten
eine Filtrierung

N ⊗C L
∗ = N0 ⊃ N1 ⊃ N2 ⊃ · · · .

Mit denselben Argumenten wie in [Jan], Abschnitt 2.2 können wir zei-
gen, daß Ni/Ni+1 isomorph ist zu ∆T (µi). Damit ist obige Filtrierung
tatsächlich eine UVF. Die Aussage über die Multiplizitäten folgt nun
direkt aus der Konstruktion. �
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Nun können wir die Verschiebungsfunktoren definieren. Wir wählen
zunächst die entsprechenden Blöcke. Seien λ, µ ∈ h? dominant und
θ := λ−µ > 0. Sei L der einfache Modul mit höchstem Gewicht θ und
L∗ der duale Modul, also der einfache Modul mit niedrigstem Gewicht
−θ. Beide Moduln sind integrabel, speziell gilt dimLw(κ) = dimLκ für

alle w ∈ W und κ ∈ h?. Seien [λ] und [µ] die Äquivalenzklassen von
λ und µ unter ∼Ŝ. Für einen Modul M aus OŜ sei M[λ] bzw. M[µ] die
Projektion von M auf den [λ]- bzw. [µ]-Block.

Wir fordern weiter, daß λ (und damit auch µ) nur ganz bzgl. reeller
Wurzeln ist (im affinen Fall also ausserhalb der kritischen Hyperebene

liegt), also sei ∆Ŝ
+(λ) = ∆Ŝ

+(µ) ⊂ ∆re
+ . Wegen ∆Ŝ

+(λ) = ∆Ŝ
+(µ) ist

auch W Ŝ(λ) = W Ŝ(µ). Wir fordern weiter, daß λ regulär ist, also {γ ∈
∆re

+ | 〈λ + ρ, γ∨〉 = 0} = ∅ und µ nur auf der α-Wand liege, also
{γ ∈ ∆re

+ | 〈µ + ρ, γ∨〉 = 0} = {α} für eine positive reelle Wurzel

α. Nach Bemerkung 5.6 gilt für die Äquivalenzklassen [λ] = W Ŝ(λ).λ

und [µ] = W Ŝ(µ).µ. Im Folgenden werden wir nur noch mit lokalen

Ŝ-Algebren T arbeiten. Nach Proposition 3.12 sind [λ] und [µ] dann
abgeschlossen unter ∼T .

Bemerkung 6.6. Wir haben vorausgesetzt, daß es in jeder Äquivalenz-
klasse ein dominantes Gewicht gibt. Im Fall von affinen Kac–Moody-
Algebren liegen die Blöcke also im positiven Level. Da dann jeder Orbit
ein höchstes Gewicht hat, müssen wir nicht zu gestutzten Kategorien
übergehen. Die folgenden Ergebnisse sind aber auch im Fall, daß bei-
de Äquivalenzklassen ein antidominantes Gewicht enthalten, richtig für
die gestutzten Blöcke. Ausserdem könnten wir die Voraussetzung an die
Regularität von λ so abschwächen, daß wir fordern, daß der Stabilisator
von λ endlichen Index im Stabilisator von µ habe.

Definition 6.7. Sei T eine lokale Ŝ-Algebra. Der Verschiebungsfunktor
aus der Wand

ϑout = ϑTout : MT,[µ] →MT,[λ]

und der Verschiebungsfunktor auf die Wand

ϑon = ϑTon : MT,[λ] →MT,[µ]

seien definiert durch

ϑout(M) = (M ⊗C L)[λ],

ϑon(N) = ((N ⊗C L
∗)6µ)[µ].

Bemerkung 6.8. M⊗CL und (N⊗CL
∗)6µ sind Moduln aus OT , deshalb

sind die Verschiebungsfunktoren wohldefiniert.
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Wir betrachten nun das Verhalten der Verschiebungsfunktoren unter
Basiswechsel.

Lemma 6.9. Sei T → T ′ ein Morphismus von lokalen Ŝ-Algebren und
M ∈MT,[µ] (bzw. N ∈MT,[λ]). Dann gibt es natürliche Isomorphismen

ϑon(N ⊗T T ′) ∼= (ϑonN)⊗T T ′

ϑout(M ⊗T T ′) ∼= (ϑoutM)⊗T T ′

Beweis. Der Funktor · ⊗T T ′ kommutiert nach Korollar 3.13 mit der
Projektion auf einen Block und nach Lemma 6.4 mit dem Funktor
·6ν . �

Lemma 6.10. Sei T eine lokale Ŝ-Algebra und 0 → M ′ → M →
M ′′ → 0 eine kurze exakte Sequenz von Moduln aus MT,[λ] (bzw.
MT,[µ]). Dann ist auch die Sequenz

0→ ϑonM
′ → ϑonM → ϑonM

′′ → 0

(bzw.0→ ϑoutM
′ → ϑoutM → ϑoutM

′′ → 0) exakt.

Beweis. ϑout ist als Verkettung der exakten Funktoren ·⊗CL und (·)[λ]

exakt. Nach Proposition 6.3 ist auch

0→ (M ′ ⊗C L
∗)6µ → (M ⊗C L

∗)6µ → (M ′′ ⊗C L
∗)6µ → 0

exakt und alle Moduln liegen in OT . Dann bleibt auch die Projektion
auf die [µ]-Komponente exakt. �

Proposition 6.11. Sei T eine lokale Ŝ-Algebra und x ∈ W Ŝ(λ). Dann
ist

ϑon(∆T (x.λ)) ∼= ∆T (x.µ)

und es gibt eine exakte Sequenz

0→ ∆d → ϑout(∆T (x.µ))→ ∆a → 0,

wobei

∆d = ∆T (xsα.λ), ∆a = ∆T (x.λ), falls xsα.λ > x.λ,
∆d = ∆T (x.λ), ∆a = ∆T (xsα.λ), falls xsα.λ < x.λ.

(d und a stehen für dominant und antidominant).

Beweis. Nach den Propositionen 6.3 und 6.5 haben sowohl ϑon∆T (x.λ)
als auch ϑout∆T (x.µ) eine Verma-Fahne, deren Subquotienten ∆T (x.λ−
θ̃) bzw. ∆T (x.µ+ θ̃) für Gewichte θ̃ von L mit x.λ− θ̃ ∈ W Ŝ(µ).µ bzw.

x.µ+θ̃ ∈ W Ŝ(λ).λ sind. Nun ist x.λ−θ̃ = w.µ für ein w ∈ W Ŝ(µ) genau

dann, wenn λ− x−1(θ̃) = (x−1w).µ. Da L integrabel ist, ist mit θ̃ auch
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x−1(θ̃) ein Gewicht von L mit derselben Multiplizität. Analoges gilt für

x.µ+ θ̃ = w.λ. Wir können uns also auf den Fall x = e beschränken.
Nun folgt aus θ̃ ≤ θ

λ− θ̃ ≥ λ− θ = µ ≥ w.µ,

für alle w ∈ W Ŝ(µ), da µ dominant ist. Also folgt λ − θ̃ ∈ W Ŝ(µ).µ

genau dann, wenn θ̃ = θ. Da der Gewichtsraum Lθ eindimensional ist,
folgt die erste Behauptung. Aus µ + θ̃ = w.λ folgt w−1.µ = λ − w−1θ̃
und nach dem eben Bewiesenen w−1.µ = µ und w−1θ̃ = θ. Da λ auf
allen Wänden wie µ ausser der α-Wand liegt, gibt es genau die Fälle
µ+θ = λ und µ+sα(θ) = sα.λ. Beide Fälle tauchen mit Multiplizität 1
auf. Die Reihenfolge der Subquotienten in der kurzen exakten Sequenz
wird durch die Ordnung der Gewichte gegeben, der Verma-Modul zum
grösseren Gewicht taucht dabei als Untermodul auf. �

Über gewissen Hyperebenen zerfällt nun die kurze exakte Sequenz aus
obiger Proposition auf eindeutige Weise.

Sei p ⊂ Ŝ ein Primideal der Höhe 1 und x ∈ W Ŝ(µ). Sei [x.µ]p die
Äquivalenzklasse von x.µ unter ∼Ŝp

, dann zerfällt OŜp,[µ] in Blöcke der
Form OŜp,[x.µ]p

. Im folgenden Lemma schränken wir ϑout ein auf den
BlockMŜp,[x.µ]p

.

Lemma 6.12. Sei hxα 6∈ p. Dann sind die Äquivalenzklassen [x.λ]p und
[xsα.λ]p disjunkt. Also zerfällt ϑout|MŜp,[x.µ]p

kanonisch in die direkte

Summe zweier Funktoren

ϑout|MŜp,[x.µ]p

∼= ϑ
[x.λ]p
out ⊕ ϑ

[xsα.λ]p
out .

Beweis. Ist hβ 6∈ p für alle β ∈ ∆Ŝ
+(µ), so sind alle Äquivalenzklassen

einelementig nach Proposition 5.8. Ist hβ ∈ p für ein β ∈ ∆Ŝ
+(µ), so

ist p = Ŝhβ und wir müssen zeigen, daß gilt sβx.λ 6= xsα.λ. Nun ist
sβx.λ = xsα.λ genau dann, wenn x−1sβx.λ = sα.λ und wegen x−1sβx =
sx−1β ist Letzteres äquivalent zu sx−1β.λ = sα.λ oder x−1β = ±α. Das
ist genau der Fall, den wir ausgeschlossen haben. �

Definition 6.13. Für x ∈ W Ŝ(µ) nennen wir die positive Wurzel β ∈
{±xα} die kritische Wurzel für x.

Bemerkung 6.14. Ist β die kritische Wurzel für x, so ist β auch die
kritische Wurzel für xsα.

Bemerkung 6.15. β ∈ ∆Ŝ
+(µ) ist genau dann die kritische Wurzel für

x, wenn es einen nichttrivialen Morphismus (∆a)Kβ
→ (∆d)Kβ

gibt.
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Bemerkung 6.16. Ist β die kritische Wurzel für x, so liegt x.µ auf der
β-Wand, d.h. sβx.µ = xsα.µ = x.µ.

Wir zeigen nun schon, daß projektive Objekte beim Verschieben pro-
jektiv bleiben, falls die Verschiebungsfunktoren ϑon und ϑout rechts-
bzw. linksadjungiert sind. In den nächsten beiden Abschnitte werden
wir beide Adjunktionen konstruieren.

Proposition 6.17. Sei T eine lokale Ŝ-Algebra. Es gebe eine Adjunk-
tion (ϑon, ϑout), also einen Isomorphismus von Bifunktoren

HomMT,[µ]
(ϑon·, ·) ∼= HomMT,[λ]

(·, ϑout·).

Sei P ∈ OT,[λ] projektiv. Dann ist auch ϑonP ∈ OT,[µ] projektiv. Analo-
ges gilt für eine Adjunktion (ϑout, ϑon).

Beweis. Sei P ∈ OT,[λ] projektiv und P̃ ∈ OT,[µ] ein projektives Ob-

jekt mit einer Surjektion P̃ → ϑonP (da µ dominant ist, also OT,[µ]
∼=

O6µ
T,[µ], existiert ein solches projektives Objekt nach Proposition 3.3).

Wir zeigen, daß diese Surjektion spaltet, ϑonP also ein direkter Sum-
mand eines projektiven Moduls und damit selbst projektiv ist. Eine
Spaltung ist ein Urbild der Identität unter der induzierten Abbildung
Hom(ϑonP, P̃ ) → Hom(ϑonP, ϑonP ). Wir wenden die Adjunktion an
und erhalten ein kommutatives Diagramm

Hom(ϑonP, P̃ ) → Hom(ϑonP, ϑonP )
‖ ‖

Hom(P, ϑoutP̃ ) → Hom(P, ϑoutϑonP )

Aus der Definition von ϑout folgt, daß ϑoutP̃ → ϑoutϑonP surjektiv ist,
wegen der Projektivität von P ist also die untere Abbildung surjektiv.
Also ist auch die obere Abbildung surjektiv und es existiert ein Urbild
der Identität.

Die entsprechende Aussage für die Adjunktion (ϑout, ϑon) beweist
man analog, indem man eine Surjektion P̃ → ϑoutP betrachtet und
ausnutzt, daß ϑonP̃ → ϑonϑoutP surjektiv bleibt, nach der Exaktheit
der Sequenz (1) aus dem Beweis von Proposition 6.3. �

7. Die Adjunktion (ϑon, ϑout)

In [Nei] wurde für den nicht-deformierten Fall schon eine Adjunktion
(ϑon, ϑout) konstruiert, sogar für die Definition der Verschiebungsfunk-
toren auf O statt aufM. Die Argumente bleiben auch im deformierten
Fall gültig.
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Theorem 7.1. Sei T eine lokale Ŝ-Algebra. Es gibt natürliche Trans-
formationen von Funktoren ϑonϑout → idMT,[µ]

und idMT,[λ]
→ ϑoutϑon.

Diese Transformationen definieren eine Adjunktion

HomMT,[µ]
(ϑon·, ·) ∼= HomMT,[λ]

(·, ϑout·).

Beweis. Sei M ∈MT,[µ] und can: M ⊗C L⊗C L
∗ →M der kanonische

Morphismus. Nun ist ϑoutM ein direkter Summand von M ⊗C L und
wir können can einschränken auf den Untermodul (ϑoutM) ⊗C L

∗. Da
die Gewichte von M alle kleiner oder gleich µ sind, faktorisiert diese
Abbildung über ((ϑoutM)⊗C L

∗)6µ und da M ein Modul im [µ]-Block
ist, sogar über ϑonϑoutM = (((ϑoutM) ⊗C L

∗)6µ)[µ] und wir erhalten
einen Morphismus ϑonϑoutM → M . Diese Konstruktion ist verträglich
mit allen Morphismen aus MT,[µ] und wir erhalten auf diese Weise
einen Morphismus von Funktoren ϑonϑout → idMT,[µ]

.

Sei nun N ∈MT,[λ]. Wir wählen nun eine Basis {li} von L bestehend
aus Gewichtsvektoren und die duale Basis {l∗i } von L∗. Die Abbildung

N → (N ⊗C L
∗)6µ ⊗C L

n 7→
∑
i

n⊗ l∗i ⊗ li

ist wohldefiniert, da nur für endlich viele i das Gewicht von l∗i klei-
ner oder gleich µ ist. Wir verketten obige Abbildung dann mit der
Projektion (N ⊗C L

∗)6µ ⊗C L → ((N ⊗C L
∗)6µ)[µ] ⊗C L und das Bild

dieser Abbildung liegt dann, da N ein Modul aus dem [λ]-Block ist,
in ϑoutϑonN = (((N ⊗C L

∗)6µ)[µ] ⊗C L)[λ]. Diese Konstruktion ist ver-
träglich mit allen Morphismen inMT,[λ] und wir erhalten eine natürli-
che Transformation idMT,[λ]

→ ϑoutϑon.
Eine natürliche Transformation idMT,[λ]

→ ϑoutϑon definiert einen
Morphismus von Funktoren

HomMT,[µ]
(ϑon·, ·)→ HomMT,[λ]

(·, ϑout·)

und eine natürliche Transformation ϑonϑout → idMT,[µ]
definiert

HomMT,[λ]
(·, ϑout·)→ HomMT,[µ]

(ϑon·, ·).

Diese Abbildungen sind invers zueinander, wenn die natürlichen Trans-
formationen ϑon → ϑonϑoutϑon → ϑon und ϑout → ϑoutϑonϑout → ϑout,
die man aus obigen Transformation durch Verknüpfen mit ϑon und ϑout
und Verkettung erhalten kann, identische Abbildungen sind. Das folgt
jedoch leicht aus der Konstruktion. �

Aus Proposition 6.17 und Theorem 7.1 folgt
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Korollar 7.2. Sei T eine lokale Ŝ-Algebra und P ∈ OT,[λ] projektiv.
Dann ist auch ϑonP projektiv in OT,[µ].

Wir benützen dieses Korollar im nächsten Abschnitt zur Konstruk-
tion einer Adjunktion (ϑout, ϑon). Aus Theorem 7.1 folgt auch schon
nächstes Lemma über die Projektivität von aus der Wand geschobe-
nen Moduln auf Hyperebenen, das wir ebenfalls zur Konstruktion von
(ϑout, ϑon) benützen werden.

Lemma 7.3. Sei p ⊂ Ŝ ein Primideal der Höhe 1 und P ein projektives
Objekt in OŜp,[µ]. Dann ist auch ϑoutP ∈ OŜp,[λ] projektiv.

Beweis. Es reicht, das Lemma für unzerlegbare projektive Objekte zu

zeigen. Sei also x ∈ W Ŝ(µ) und P = PŜp
(x.µ) die projektive Decke

von ∆Ŝp
(x.µ). Dann ist P entweder isomorph zu ∆Ŝp

(x.µ) oder eine
Erweiterung von zwei Verma-Moduln.

Sei zunächst P isomorph zu ∆Ŝp
(x.µ). Nach Proposition 6.11 exi-

stiert eine kurze exakte Sequenz

0→ ∆d → ϑout∆Ŝp
(x.µ)→ ∆a → 0

mit {∆d,∆a} = {∆Ŝp
(x.λ),∆Ŝp

(xsα.λ)}. Wir unterscheiden nun die

Fälle hxα 6∈ p und p = Ŝhxα. Im ersten Fall zerfällt obige Sequenz
nach Lemma 6.12 und ϑout∆Ŝp

(x.µ) ist die direkte Summe der Verma-

Moduln ∆Ŝp
(x.λ) und ∆Ŝp

(xsα.λ). Gilt sogar hβ 6∈ p für alle β ∈
∆Ŝ

+(µ), so sind beide Verma-Moduln projektiv nach Proposition 5.8 und

somit auch ϑout∆Ŝp
(x.µ). Ist hβ ∈ p, so ist p = Ŝhβ. Auch in diesem Fall

sind beide Verma-Moduln projektiv, da x.µ und x.λ bzw. x.µ und xsα.λ
im Abschluss derselben Weylkammer liegen und x.µ dominant bzgl. β
war. Also ist ϑout∆Ŝβ

(x.µ) projektiv. Es bleibt der Fall p = Ŝhxα. Wir

zeigen, daß ϑout∆Ŝxα
(x.µ) dann isomorph zur projektiven Decke des

antidominanten Verma-Moduls (∆a)Ŝxα
ist.

Sei Pa die projektive Decke von (∆a)Ŝxα
in OŜxα

. Dann gibt es einen
Morphismus Pa → ϑout∆Ŝxα

(x.µ), so daß das folgende Diagramm kom-
mutiert:

Pa //

%%KKKKKKKKKKK ϑout∆Ŝxα
(x.µ)

��
(∆a)Ŝxα

Wir behaupten, daß Pa → ϑout∆Ŝxα
(x.µ) ein Isomorphismus ist. Da

die Multiplizitäten der Verma-Subquotienten beider Moduln überein-
stimmen reicht es zu zeigen, daß Pa → ϑout∆Ŝxα

(x.µ) surjektiv über
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dem speziellen Punkt Kxα ist. Wir zeigen nun, daß (ϑout∆Ŝxα
(x.µ))Kxα =

ϑout∆Kxα(x.µ) isomorph ist zu (Pa)Kxα . Nach Definition einer projek-
tiven Decke folgt dann die Surjektivität. Nach Bemerkung 5.9 ist ent-
weder ϑout∆Kxα(x.µ) isomorph zu (Pa)Kxα oder die direkte Summe des
dominanten und antidominanten Subquotienten. Nun gilt

dimKxα Hom((∆a)Kxα ,ϑout∆Kxα(x.µ))

=

{
1, falls ϑout∆Kxα(x.µ) ∼= (Pa)Kxα

2, falls ϑout∆Kxα(x.µ) zerfällt.

Wir benützen nun die Adjunktion (ϑon, ϑout) aus Proposition 7.1 über
dem speziellen Punkt Kxα und erhalten einen Isomorphismus

Hom(ϑon(∆a)Kxα ,∆Kxα(x.µ)) ∼= Hom((∆a)Kxα , ϑout∆Kxα(x.µ)).

Nach Proposition 6.11 ist ϑon(∆a)Kxα isomorph zu ∆Kxα(x.µ), also ist
der linke Raum eindimensional über Kxα, also ist ϑout∆Kxα(x.µ) iso-
morph zu (Pa)Kxα . Wir haben die Aussage also für projektive Verma-
Moduln gezeigt.

Ist nun hβ 6∈ p für alle β ∈ ∆Ŝ
+(µ), so ist jeder unzerlegbare Pro-

jektive ein Verma-Modul. Wir müssen uns also nur noch um den Fall
kümmern, daß p = Ŝhβ und es eine kurze exakte Sequenz

0→ ∆Ŝβ
(sβx.µ)→ P → ∆Ŝβ

(x.µ)→ 0

gibt. Nach Proposition 6.11 hat ϑoutPŜβ
eine Verma-Fahne mit Sub-

quotienten ∆Ŝβ
(x.λ), ∆Ŝβ

(sβx.λ), ∆Ŝβ
(xsα.λ) und ∆Ŝβ

(sβxsα.λ) und

zerfällt also in eine direkte Summe aus einem Modul mit den Verma-
Quotienten ∆Ŝβ

(x.λ) und ∆Ŝβ
(sβx.λ) und einem Modul mit Verma-

Quotienten ∆Ŝβ
(xsα.λ) und ∆Ŝβ

(sβxsα.λ). Wir zeigen, daß beide Sum-

manden projektiv sind. Wir wenden denselben Trick wie eben an und
betrachten die Adjunktion über dem speziellen Punkt

Hom(ϑon(∆̃a)Kβ
, PKβ

) ∼= Hom((∆̃a)Kβ
, ϑoutPKβ

),

wobei ∆̃a der antidominante Verma-Modul aus {∆Ŝβ
(x.λ),∆Ŝβ

(sβx.λ)}
bzw. {∆Ŝβ

(xsα.λ),∆Ŝβ
(sβxsα.λ)} sei. Da nun PŜβ

unzerlegbar projek-

tiv ist, ist der linke Raum eindimensional und der rechte eindimensio-
nal, wenn die entsprechende Komponente von ϑoutPŜβ

projektiv ist und

zweidimensional sonst. �

Zur Definition einer Adjunktion (ϑout, ϑon) wollen wir im nächsten
Abschnitt einen Morphismus id → ϑonϑout konstruieren. Wir zeigen,
daß über gewissen Hyperebenen der Funktor ϑonϑout in id⊕ id zerfällt.
Dann muss die Verkettung von id→ ϑonϑout mit der Projektion auf jede
Komponente einen Endomorphismus des Identitätsfunktors liefern, also
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ein Element des Zentrums. Wir werden das zur Konstruktion von id→
ϑonϑout benutzen.

Proposition 7.4. Sei p ⊂ Ŝ ein Primideal der Höhe 1, x ∈ W Ŝ(µ)
und hxα 6∈ p. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus

ϑonϑout|MŜp,[x.µ]p

∼= idMŜp,[x.µ]p
⊕ idMŜp,[x.µ]p

von Funktoren von MŜp,[x.µ]p
in sich, so daß der kanonische Morphis-

mus ϑonϑout → idMŜp,[x.µ]p
aus Theorem 7.1, eingeschränkt auf jede der

beiden Komponenten, die Identität ist.

Beweis. Wir benutzen den Isomorphismus von Funktoren

ϑout|MŜp,[x.µ]p

∼= ϑ
[x.λ]p
out ⊕ ϑ

[xsα.λ]p
out ,

aus Lemma 6.12. Sei zunächst ∆ ∈ MŜp,[x.µ]p
ein Verma-Modul. Wir

erhalten eine Zerlegung ϑout∆ = ϑ
[x.λ]p
out ∆⊕ϑ[xsα.λ]p

out ∆ und eine Zerlegung

ϑonϑout∆ = ϑonϑ
[x.λ]p
out ∆ ⊕ ϑonϑ

[xsα.λ]p
out ∆ und müssen zeigen, daß der

kanonische Morphismus ϑonϑout∆ → ∆, eingeschränkt auf ϑonϑ
[x.λ]p
out ∆

und ϑonϑ
[xsα.λ]p
out ∆, ein Isomorphismus ist.

Da ϑonϑ
[x.λ]p
out ∆ isomorph zu ∆ ist, reicht es zu zeigen, daß die Ein-

schränkung von ϑonϑout∆ → ∆ auf ϑonϑ
[x.λ]p
out ∆ nicht Null über dem

speziellen Punkt Kp ist. Dort ist sie aber das Bild der Inklusion

(ϑ
[x.λ]p
out ∆)Kp → (ϑout∆)Kp

unter der Adjunktion

Hom((ϑ
[x.λ]p
out ∆)Kp , ϑout∆Kp)

∼= Hom(ϑon(ϑ
[x.λ]p
out ∆)Kp ,∆Kp).

Analog beweist man, daß die Abbildung ϑonϑ
[xsα.λ]p
out ∆→ ∆ ein Isomor-

phismus ist.
Wir zeigen nun, daß auch für unzerlegbare projektive Objekte P ∈

OŜp,[x.µ]p
die Abbildungen ϑonϑ

[x.λ]p
out P → P und ϑonϑ

[xsα.λ]p
out P → P

Isomorphismen sind. Wir brauchen nur noch den Fall betrachten, daß
es eine kurze exakte Sequenz 0 → ∆d → P → ∆a → 0 gibt. Wir
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betrachten das kommutative Diagramm

0 0
↓ ↓

ϑonϑ
[x.λ]p
out ∆d

∼−→ ∆d

↓ ↓
ϑonϑ

[x.λ]p
out P −→ P
↓ ↓

ϑonϑ
[x.λ]p
out ∆a

∼−→ ∆a

↓ ↓
0 0

Nach dem Fünferlemma ist auch ϑonϑ
[x.λ]p
out P → P ein Isomorphismus

für jedes unzerlegbare projektive Objekt P . Enstprechendes gilt dann

auch für alle Projektiven. Analog zeigt man daß ϑonϑ
[xsα.λ]p
out P → P ein

Isomorphismus ist für jeden Projektiven P .
Da jedes Objekt aus MŜp,[x.µ]p

isomorph ist zu einem Kokern einer
Abbildung zwischen zwei projektiven Objekten, erhalten wir die Be-
hauptung. �

8. Die Adjunktion (ϑout, ϑon)

Wir wollen eine Transformation von Funktoren id → ϑonϑout von
MŜ,[µ] in sich definieren und konstruieren diese Transformation zunächst

auf Verma-Moduln. Sei x ∈ W Ŝ(µ). Nach Proposition 6.11 können wir
für alles weitere eine kurze exakte Sequenz

0→ ∆d
i→ ϑout∆Ŝ(x.µ)

π→ ∆a → 0

auswählen. Wir betrachten auch die auf die Wand geschobene kurze
exakte Sequenz

0→ ϑon∆d
ϑoni−→ ϑonϑout∆Ŝ(x.µ)

ϑonπ−→ ϑon∆a → 0.

Die im nächsten Lemma definierte Abbildung φ : ∆a → ϑout∆Ŝ(x.µ)
kommt einer Spaltung am nächsten. Wir werden sie zur Definition von
∆Ŝ(x.µ)→ ϑonϑout∆Ŝ(x.µ) benutzen.

Lemma 8.1. (1) Es gibt genau eine Abbildung φ : ∆a → ϑout∆Ŝ(x.µ),
so daß der Morphismus π ◦ φ : ∆a → ϑout∆Ŝ(x.µ) → ∆a durch
Multiplikation mit hxα gegeben ist.

(2) Sei p ⊂ Ŝ ein Primideal mit hxα ∈ p. Dann haben die Abbil-
dungen

(ϑoni)Kp : (ϑon∆d)Kp → ϑonϑout∆Kp(x.µ)
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und

(ϑonφ)Kp : (ϑon∆a)Kp → ϑonϑout∆Kp(x.µ)

dasselbe Bild.
(3) Sei can: ϑonϑout∆Ŝ(x.µ)→ ∆Ŝ(x.µ) die durch die Transforma-

tion ϑonϑout → id aus Theorem 7.1 gegebene Abbildung. Die
Verknüpfungen

can ◦ ϑoni : ϑon∆d → ϑonϑout∆Ŝ(x.µ)→ ∆Ŝ(x.µ)

und

can ◦ ϑonφ : ϑon∆a → ϑonϑout∆Ŝ(x.µ)→ ∆Ŝ(x.µ)

sind Isomorphismen.

Beweis. zu 1: Über dem generischen Punkt zerfällt ϑout(∆Q(x.µ)) in
die direkte Summe aus (∆a)Q und (∆d)Q, es gibt also eine eindeutig
bestimmte Abbildung (∆a)Q → ϑout(∆Q(x.µ)), so daß die Verknüpfung
(∆a)Q → ϑout(∆Q(x.µ)) → (∆a)Q durch Multiplikation mit hxα gege-

ben ist. Sei p ⊂ Ŝ ein Primideal der Höhe 1. Wir zeigen nun, daß
es auch über der Hyperebene Ŝp eine derartige Abbildung gibt. Alle
diese Morphismen induzieren dann denselben Morphismus über dem
generischen Punkt, der Schnitt über alle Ŝp liefert dann den Morphis-

mus φ : ∆a → ϑout∆Ŝ(x.µ) über Ŝ nach folgendem kommutativen Dia-
gramm

∆a −−−→ (∆a)Ŝp
−−−→ (∆a)Qy y y

ϑout∆Ŝ(x.µ) −−−→ ϑout∆Ŝp
(x.µ) −−−→ ϑout∆Q(x.µ)

Ist p 6= Ŝβ für alle Wurzeln β ∈ ∆Ŝ
+(µ) oder p = Ŝhβ und β nicht

die kritische Wurzel für x, so spaltet die exakte Sequenz und die ge-
suchte Abbildung existiert. Ist β = xα die kritische Wurzel für x, so
ist ϑout∆Ŝβ

(x.µ) die projektive Decke von (∆a)Ŝβ
nach dem Beweis

von Lemma 7.3. Nach dem Beweis von Proposition 5.10 existiert ein
Endomorphismus von ϑout∆Ŝβ

(x.µ), der auf dem dominanten Verma-

Untermodul die Nullabbildung und auf dem antidominanten Verma-
Quotienten die Multiplikation mit hxα induziert. Dieser Endomorphis-
mus faktorisiert also über einen Morphismus (∆a)Ŝβ

→ ϑout∆Ŝβ
(x.µ)

mit den gewünschten Eigenschaften.
zu 2: Nach Konstruktion ist die Verknüpfung π ◦ φ die Multiplika-

tion mit hxα, also Null über Kp, faktorisiert also über eine Abbildung
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(∆d)Kp → ϑout∆Kp(x.µ) und wir erhalten eine Kette von Abbildun-
gen (∆a)Kp → (∆d)Kp → ϑout∆Kp(x.µ), die nicht Null ist, da sonst
h−1
xαφ : ∆a → ϑout∆Ŝ(x.µ) eine wohldefinierte Abbildung wäre und ei-

ne Spaltung definieren würde. Aber über der kritischen Hyperebene
Ŝxα ist ϑout(∆Ŝxα

(x.µ) projektiv nach Lemma 7.3, also eine projek-
tive Decke, also unzerlegbar. Auf der Wand erhalten wir eine nicht-
triviale Abbildung ϑon(∆a)Kp → ϑon(∆d)Kp → ϑonϑout∆Kp(x.µ). Nach
Proposition 6.11 gilt ϑon(∆a)Kp

∼= ϑon(∆d) ∼= ∆Kp(x.µ), also muß
ϑon(∆a)Kp → ϑon(∆d)Kp ein Isomorphismus sein, folglich sind die Bil-
der der Abbildungen ϑon(∆a)Kp → ϑonϑout∆Kp(x.µ) und ϑon(∆d)Kp →
ϑonϑout∆Kp(x.µ) identisch.

zu 3: Wir betrachten zunächst den dominanten Fall. Nach Propositi-
on 6.11 sind ϑon∆d und ∆Ŝ(x.µ) isomorph, wir müssen also nur zeigen,
daß die Abbildung can ◦ ϑoni nicht Null ist über dem speziellen Punkt
C. Sie ist aber das Bild der Inklusion (∆d)C → ϑout∆C(x.µ) unter der
Adjunktion aus Theorem 7.1

Hom((∆d)C, ϑout∆C(x.µ)) ∼= Hom((ϑon∆d)C,∆C(x.µ)),

also nicht Null.
Auch im antidominanten Fall sind die Moduln ϑon∆a und ∆Ŝ(x.µ)

isomorph. Wir müssen nur zeigen, daß can ◦ ϑonφ ein Isomorphismus
über dem speziellen Punkt C ist. Nach 2. sind aber die Bilder von
(ϑonφ)C und (ϑoni)C gleich. Da (can ◦ ϑoni)C ein Isomorphismus ist,
muss also die Verknüpfung (can ◦ ϑonφ)C surjektiv sein, also ein Iso-
morphismus. �

Sei ε = 1, falls x.λ > xsα.λ und ε = −1, falls xsα.λ > x.λ. Nach
Lemma 8.1.3 können wir nun Abbildungen fd : ∆Ŝ(x.µ)→ ϑon∆d und
fa : ∆Ŝ(x.µ)→ ϑon∆a wählen, so daß die Verknüpfungen

can ◦ ϑoni ◦ fd : ∆Ŝ(x.µ)→ ∆Ŝ(x.µ)

und

can ◦ ϑonφ ◦ fa : ∆Ŝ(x.µ)→ ∆Ŝ(x.µ)

gerade ε · id∆Ŝ(x.µ) bzw. −ε · id∆Ŝ(x.µ) sind. Sei

f̃x.µ := ϑoni ◦ fd + ϑonφ ◦ fa : ∆Ŝ(x.µ)→ ϑonϑout∆Ŝ(x.µ).
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ϑon∆d

ϑoni
��

∆Ŝ(x.µ)

fd

66nnnnnnnnnnnn
f̃x.µ //

fa ((PPPPPPPPPPPP
ϑonϑout∆Ŝ(x.µ)

can // ∆Ŝ(x.µ)

ϑon∆a

ϑonφ

OO

Lemma 8.2. Sei p ∈ Ŝ ein Primideal und hxα ∈ p. Dann ist die
Abbildung (f̃x.µ)Kp Null über dem speziellen Punkt Kp.

Beweis. Nach Konstruktion ist can◦(ϑoni◦fd+ϑonφ◦fa) = 0. Da über
dem speziellen Punkt im((ϑoni ◦ fd)Kp) = im((ϑonφ ◦ fa)Kp) gilt nach
Lemma 8.1 und die Einschränkung von can auf dieses gemeinsame Bild
ein Isomorphismus ist, folgt die Behauptung. �

Speziell können wir also die Abbildung f̃x.µ durch hxα teilen. Die entste-
hende Abbildung definiert die Transformation id→ ϑonϑout für Verma-
Moduln.

Definition 8.3. Sei fx.µ := h−1
xα f̃x.µ : ∆Ŝ(x.µ)→ ϑonϑout∆Ŝ(x.µ).

Lemma 8.4. Sei x ∈ W Ŝ(µ), p ⊂ Ŝ ein Primideal der Höhe 1 und
hxα 6∈ p. Sei

ϑonϑout∆Ŝp
(x.µ) ∼= ϑonϑ

[x.λ]p
out ∆Ŝp

(x.µ)⊕ ϑonϑ[xsα.λ]p
out ∆Ŝp

(x.µ)

∼= ∆Ŝp
(x.µ)⊕∆Ŝp

(x.µ)

die Zerlegung nach Proposition 7.4. Dann induziert (fx.µ)Ŝp
die Multi-

plikation mit dem Skalar h−1
xα (bzw. −h−1

xα = hxsαα) auf der linken (bzw.
rechten) Komponente.

Beweis. Nach Konstruktion induziert f̃x.µ die Abbildungen ε · id und
−ε · id, aus der Definition von fx.µ folgt nun die Behauptung. �

Proposition 8.5. Die so für alle Verma-Moduln ∆Ŝ(x.µ), x ∈ W Ŝ(µ),
definierten Morphismen fx.µ setzen sich eindeutig fort zu einer natürli-
chen Transformation

idMŜ,[µ]
→ ϑonϑout.

Beweis. Über dem generischen Punkt gibt es genau eine Fortsetzung zu
einer natürlichen Transformation, da jeder Modul eine direkte Summe
von Verma-Moduln ist. Wir konstruieren eine solche Fortsetzung nun
über jeder Hyperebene Ŝp für jedes Primideal p ⊂ Ŝ der Höhe 1. Die
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Fortsetzungen über den Hyperebenen müssen alle dieselbe Transforma-
tion über dem generischen Punkt induzieren und induzieren deshalb
auch eine Fortsetzung über Ŝ.

Sei also p ⊂ Ŝ ein Primideal der Höhe 1. Es reicht, eine Fortsetzung
für projektive Objekte zu konstruieren, denn für jedes M finden wir
eine exakte Sequenz P ′ → P → M → 0 mit projektiven Objekten P
und P ′. Dann induzieren die Abbildungen P ′ → ϑonϑoutP

′ und P →
ϑonϑoutP eine Abbildung M → ϑonϑoutM . Wir können uns sogar auf
unzerlegbare projektive Objekte beschränken.

Ist hβ 6∈ p für alle β ∈ ∆Ŝ
+(µ), so ist jedes unzerlegbare projek-

tive Objekt in OŜp,[µ] ein Verma-Modul und wir müssen nichts mehr

konstruieren. Wir nehmen also nun p = Ŝhβ für ein β ∈ ∆Ŝ
+(µ) an.

Sei also P = PŜβ
(x.µ) die projektive Decke von ∆Ŝβ

(x.µ). Ist β kri-

tisch für x, so ist nach Bemerkung 6.16 sβx.µ = x.µ, also ist P ∼=
∆Ŝβ

(x.µ) und die Abbildung schon konstruiert. Sei also nun β nicht

kritisch für x. Dann ist entweder P (x.µ) isomorph zu ∆Ŝβ
(x.µ), die

Abbildung also schon konstruiert, oder es gibt eine kurze exakte Se-
quenz

0→ ∆Ŝβ
(sβx.µ)→ P → ∆Ŝβ

(x.µ)→ 0.

Da nun β nicht kritisch ist für x (also auch nicht für sβx) erhalten wir
nach Proposition 7.4 ein Diagramm

0 0 0 0
↓ ↓ ↓ ↓

∆Ŝβ
(sβx.µ) → ϑonϑout∆Ŝβ

(sβx.µ) ∼= ∆Ŝβ
(sβx.µ) ⊕ ∆Ŝβ

(sβx.µ)

↓ ↓ ↓ ↓
P ϑonϑoutP ∼= P ⊕ P
↓ ↓ ↓ ↓

∆Ŝβ
(x.µ) → ϑonϑout∆Ŝβ

(x.µ) ∼= ∆Ŝβ
(x.µ) ⊕ ∆Ŝβ

(x.µ)

↓ ↓ ↓ ↓
0 0 0 0

Wir betrachten nun die Projektion von ϑonϑout auf die Komponente

ϑonϑ
[x.λ]p
out

∼= id. Nach Konstruktion der Morphismen ∆ → ϑonϑout∆
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erhalten wir ein Diagramm

0 0
↓ ↓

∆Ŝβ
(sβx.µ)

·h−1
sβxα

−→ ∆Ŝβ
(sβx.µ)

↓ ↓
P P
↓ ↓

∆Ŝβ
(x.µ)

·h−1
xα−→ ∆Ŝβ

(x.µ)

↓ ↓
0 0

Wegen 1/hsβxα
∼= 1/hxα mod hβ gibt es nach dem Beweis von Propo-

sition 5.10 genau eine Abbildung P → P , die obiges Diagramm zum
Kommutieren bringt. Analog können wir eine Abbildung P → P auf
der zweiten Komponente konstruieren. Die Summe dieser Abbildungen
definiert eine Abbildung P → ϑonϑoutP mit den gewünschten Eigen-
schaften. �

Die Transformation id → ϑonϑout definiert eine natürliche Transfor-
mation von Bifunktoren

HomMŜ,[λ]
(ϑout·, ·)→ HomMŜ,[µ]

(·, ϑon·).

Theorem 8.6. Diese natürliche Transformation ist ein Isomorphismus
von Funktoren, definiert also eine Adjunktion (ϑout, ϑon).

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß für alle N ∈MŜ,[λ] die Transforma-
tion

HomMŜ,[λ]
(ϑout·, N)→ HomMŜ,[µ]

(·, ϑonN)

ein Rechtsinverses besitzt. Durch Abzählen der Verma-Faktoren macht
man sich klar, daß dieses Rechtsinverse über dem generischen Punkt
auch linksinvers ist. Dann ist es aber auch über Ŝ linksinvers.

Ein funktorielles Rechtsinverses wird gegeben durch ein Urbild von
idϑonN unter Hom(ϑoutϑonN,N)→ Hom(ϑonN, ϑonN). Es reicht also zu
zeigen, daß für alle Moduln N ∈MŜ,[λ] die Identität idϑonN im Bild von

Hom(ϑoutϑonN,N) → Hom(ϑonN, ϑonN) liegt (wir konstruieren nun
also implizit die Transformation ϑoutϑon → id). Sei zunächst N = ∆

ein Verma-Modul aus MŜ,[λ]. Sei x ∈ W Ŝ(λ) und ohne Beschränkung
der Annahme x.λ < xsα.λ. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz

0→ ∆d
i−→ ϑout∆Ŝ(x.µ)

π−→ ∆a → 0. Analog zur Konstruktion von φ
in Lemma 8.1 können wir auch eine Abbildung ψ : ϑout∆Ŝ(x.µ) → ∆d

finden, so daß ψ ◦ i : ∆d → ∆d durch Multiplikation mit hxα gegeben



39

wird. Da HomMŜ,[λ]
(∆a,∆d) = 0 ist ψ ◦ φ = 0. Wir erhalten folgendes

kommutatives Diagramm

ϑon∆d

∆Ŝ(x.µ)

fd

66nnnnnnnnnnnn
fx.µ //

fa ((PPPPPPPPPPPP
ϑonϑout∆Ŝ(x.µ)

ϑonψ

OO

ϑonπ

��
ϑon∆a

Wir zeigen die Behauptung zunächst für den (xα-antidominanten)
Verma-Modul ∆Ŝ(x.λ). Wir identifizieren nun ϑon∆Ŝ(x.λ) ∼= ∆Ŝ(x.µ)
und ∆a

∼= ∆Ŝ(x.λ). Wir betrachten die durch diese Identifikationen
entstehenden Abbildungen

π : ϑoutϑon∆Ŝ(x.λ)→ ∆Ŝ(x.λ)

und

fx.µ : ϑon∆Ŝ(x.λ)→ ϑonϑoutϑon∆Ŝ(x.λ).

Dann ist nach obigem Diagramm ϑonπ◦fx.µ : ϑon∆Ŝ(x.λ)→ ϑon∆Ŝ(x.λ)
invertierbar. Aber ϑonπ ◦ fx.µ ist genau das Bild von π unter obiger
Transformation. Also haben wir die Behauptung für den (xα-antido-
minanten) Verma-Modul ∆Ŝ(x.λ) gezeigt. Analog können wir die Be-
hauptung für den (xα-dominanten) Verma-Modul ∆Ŝ(xsα.λ) zeigen,
indem wir die Abbildung ψ : ϑoutϑon∆Ŝ(xsα.λ)→ ∆Ŝ(xsα.λ) (mit den
entsprechenden Identifikationen) anstelle von π benutzen.

Wir haben nun also gezeigt, daß für alle Verma-Moduln ∆ ausMŜ,[λ]

die Abbildung

HomMŜ,[λ]
(ϑout·,∆)→ HomMŜ,[µ]

(·, ϑon∆)

ein Isomorphismus ist.
Sei nun N = P projektiv in OŜ,[λ]. Es reicht, die Existenz eines

Rechtsinversen über jeder Hyperebene Ŝp für ein Primideal p ⊂ Ŝ der
Höhe 1 zu zeigen. Sei also P ∈ OŜp,[λ] unzerlegbar und projektiv. Ist

p 6= Ŝβ für alle β ∈ ∆Ŝ
+(λ), so ist P isomorph zu einem Verma-Modul

und die Behauptung schon im ersten Schritt gezeigt. Sei nun also p =

Ŝhβ für ein β ∈ ∆Ŝ
+(λ).

Nach Korollar 7.2 und Lemma 7.3 ist auch ϑonP bzw. ϑoutϑonP pro-
jektiv in OŜβ ,[µ] bzw. OŜβ ,[λ]. Falls P ein Verma-Modul ist, ist nichts

zu zeigen, sei ansonsten 0 → ∆d → P → ∆a → 0 eine kurze exakte
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Sequenz. Wir erhalten ein Diagramm mit exakten Spalten

0 0
↓ ↓

Hom(ϑoutϑonP,∆d)
∼→ Hom(ϑonP, ϑon∆d)

↓ ↓
Hom(ϑoutϑonP, P ) → Hom(ϑonP, ϑonP )

↓ ↓
Hom(ϑoutϑonP,∆a)

∼→ Hom(ϑonP, ϑon∆a)
↓ ↓
0 0

Nach dem Fünferlemma ist auch die mittlere Abbildung ein Isomor-
phismus, also liegt die Identität im Bild.

Sei nun M ein beliebiger Modul ausMŜ,[λ]. Wir können eine exakte

Sequenz P ′ → P → M → 0 wählen mit projektiven Objekten P ′ und
P aus OŜ,[λ]. Dann kommutiert das Diagramm

ϑoutϑonP
′ → ϑoutϑonP → ϑoutϑonM

↓ ↓
P ′ → P → M

Wegen der Exaktheit von ϑout und der Rechtsexaktheit von ϑon ist
ϑoutϑonP → ϑoutϑonM surjektiv, also wird eine Abbildung ϑoutϑonM →
M induziert, die ein Urbild der Identität auf ϑonM ist. �

Wir erhalten nun aus Proposition 6.17 und den Theoremen 7.1 und
8.6 das folgende

Theorem 8.7. Sei P ∈ OŜ,[µ] (bzw. P ∈ OŜ,[λ]) projektiv. Dann ist

auch ϑoutP ∈ OŜ,[λ] (bzw. ϑonP ∈ OŜ,[µ]) projektiv.
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